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VORREDE. 



Bald nach dem am 2. November 1897 in Göttingen erfolgten Tode von 
Ernst Schering sprachen mehrere seiner früheren Schüler und Freunde 
den Wunsch aus, dass seine wissenschaftlichen Arbeiten in einer Gesammt- 
ausgäbe herausgegehen werden möchten. Ganz besonders ging die Anregung 
hierzu von Herrn Prof. Dr. G, Mittag-Leffler in Stockholm aus, der auch 
persönlich die Verhandlungen mit den Herren Verlegern einleitete. 

Auf Wunsch der Wittwe, Frau Geheimrat Schering in Göttingen, 
haben die beiden unten Genannten die Herausgabe übernommen und sich 
in dieselbe so geteilt, dass E.. Haussner die Arbeiten rein mathematischen 
Inhalts (in dem vorliegenden I. Bande die Wummern lU bis XXII), K. Sche- 
ring die mathematisch-physikalischen und biographischen Arbeiten (in diesem 
Bande die Nummern I und II) vor dem Abdrucke einer genauen Durchsicht 
unterworfen hat. Aenderungen des ursprünglichen Textes wurden nur 
vorgenommen, wenn es sich um Verbesserung von Druckfehlern und um 
kleinere stilistische Umstellungen zur Erleichterung des Verständnisses han- 
delte. Zusätze im Texte oder Citate, welche von den Herausgebern her- 
rühren, sind in eckige Klammern [. . .] eingeschlossen. Bei den Citaten der 
Gaussischen Werke ist der »zweite Abdruck« derselben zu Grunde gelegt 
worden. 

Der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, sowie den Akademien 
der Wissenschaften zu Berlin und Paris sei an dieser Stelle der gebührende 
Dank gesagt für ihre Bereitwilligkeit, mit welcher sie den Wieder abdrvick 
der in ihren Nachrichten imd Abhandlungen, Monatsberichten und Comptes 
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rendus hebdomadaives veröffentlichten Arbeiten von Ernst Schering ge- 
statteten. Der gleiche Dank gebührt den Verlegern der wissenschaftlichen 
Zeitschriften, in denen Ernst Schering Abhandlungen veröffentlicht hatte. 

Voraussichtlich werden diese "Gesammelten Werke» zwei gleich starke 
Bände umfassen. 

In dem. hier vorliegenden ersten Bande sind die Abhandlungen, welche 
von Ernst Schering in den Jahren 1857 bis 1879 veröffentlicht waren, 
wieder zum Abdrucke gelangt und zwar nach der Zeit ihrer Veröffentlichung 
geordnet. An diese Abhandlungen schliessen sich einige »Bemerkungen", auf 
welche hier hingewiesen sein möge, da im Texte der Abhandlungen dies 
nicht möglich war. Besonders hervorgehoben seien die Bemerkungen zu den 
Abhandlungen HI, XIV — XVI und XVII. In den Bemerkungen zu III sind 
zwei bisher ungedruckte, aber druckfertige Artikel dieser Abhandlung ent- 
halten, welche Ernst Schering seiner Zeit in Rücksieht auf den vorge- 
schriebenen Umfang der Arbeit hatte ausschalten müssen. Die Bemerkungen 
zu den Abhandlungen XIV— XVI und XVII enthalten auf diese sich be- 
ziehende briefliche Aeusserungen und Mitteilungen Ernst Scherings an 
Kronecker. 

Der zweite Band, dessen Druck bereits begonnen hat, wird zunächst 
die Abhandlungen aus den Jahren 1880 bis 1897, in chronologischer ßeihen- 
folge enthalten , ferner voraussichtlieh einige nachgelassene wissenschaftliche 
Arbeiten und am Schlüsse biographische Mitteilungen über Ernst Schering. 

Die erste Korrektur ist stets von Frau Geheimrat Schering selbst ge- 
lesen, die übrigen von den Unterzeichneten. 

Es ist den Herausgebern eine angenehme Pflicht, der Verlagsbuchhand- 
lung für die äussere Ausstattung dieser Werke und für ihr bereitwilliges 
Eingehen auf die Wünsche der Herausgeber hier den Dank auszusprechen. 

Robert Haussner Karl Schering 

Karlsruhe Darmstadt 

im April 100 2. 
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ZUR MATHEMATISCHEN THEORIE 
ELECTRISOHER STROME. 



Beweis der allgemeinen Lehrsätze der ElectrocTynamik 

insbesondere 

der Inductionslehre aus dem electrisclien Grundgesetze. 



Eine von der philosophischen Pacultät der Georgia Aiigusta am 13. Juni 1857 gekrönte Preisachrift. 
Gottiugen 1857. 



on der pliilosophisclicn Facultät der Georgia Aiigusta [am 4. Juni 1856] gestellte 
i lautet:*) 

»Neranaiinns in dissertatione commeutatioiiibus Aeademiae Berolineusia a. 1847 inserta ßuminum 
electricoruTtt inductoium theoriam mathematieam ad regulam qiaandam generalem revocavit; quae 
regiila, ut idem V. T>. probavit, cum lege faudamentali electrica in commeatatione Societatis 
Lipsiensis amii 1846 (Elektrodynamische Maassbestitamitngen) exposita adeo congruit, ut vix 
uUa dubitatio relitic[aatur, quin regula illa eadem lege comprehensa sit afque ratione mathe- 
matica inde deduci possit. Haec deduotio quum noudum (acta sit, ordo philosophorum po- 
stulat ut deducatur et comprobetor ex lege fundamental! electrica regula illa a Neumauno de 
flnminibus electrfcis induetis proposita. Praeterea optatur, ut aingula fluniinis inducti clementa, 
qualem inter ae rationem et actioiiem liabeant, id quod e regula Neumanniaaa jierspici non 
potest aeeuratius exponatur.« 

Urtheil der Facultät:**) 
Die Uaterauchung ist im Ganzen zweckmässig und Ubersichtlicli geordnet und man erkemit 
daraus, dass der Verf. Herr seines Gegenstaades von mathematischer wie auch von physikalischer 
Seite gewesen ist. Es ist sehr angemessen, dass die wichtigsten mathematischen Lehrsätze, deren 
der Verf. im Laufe der physikalischen Untersitchuag bedarf, abgesondert voi-ausgeschickt worden 
sind, und es ist sehr lobenswerth, dass diese Lehrsätze nicht bloa als Lehrsätze citirt, sondern auch 
in der Form, in welcher sie hier gebraucht werden, bewiesen worden sind. 



*) [s. Göttinger Nachrichten 



**) [s. Festrede 



iten 1856 S, 1S9]. 

. t Curtiua zur akademischen Preis vertheilnng. Güttingan am 13. Juni 1857.J 
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Hierauf ist in einem Artikel das tclion bekimle Giimd^f^Liz dei elektii^clim ^ irkuHg, 
sowie die daraus sich ergebenden Auadrtcke der eUktrodj namibtLen und elektiomotcn-iLhen Grund- 
kräfte , kurz and tiündig; nnegesproelien worden , und es pchlieset eicli sodann in den folgenden 
Arlikeln der verlangte Beweis des Keumaniisehen Prmais unmittelbar daran an 

Dieser Beweis besteht wesentlieh erstens m der Trauafoi-matioa des ehen angegehenen 
Differentialausdiucks der elektiomoforiechen Kraft, woraus der Integralw erth m emtacheter Form, 
nömlieh als partieller Differentialquotient einer Function Pin Beziehung auf die 
Zeit, sich ergieht Diese Transformation ist neu und dem Vei-f. eigenthlimlich ; — zweitens 
in einer ähnlichen Behandlung des Differentialausdrucka der elektrodynamisciien Kraft (in Ampöre's 
Sinne), aus welcher die Componenten der elektrodynamischen Kraft in einfachster Form, nämlich 
als partielle Differentialquotienten einer Function Q in Beziehung auf die 3 
Coordinaten des Eaumes, sich ergeben; — diese Entwicfeelung stimmt mit der von Neumann 
gegebenen weseutlith übeie'n — 

Das Meuminnschu Pnnt ]. t !^t diun \ n eil t indem die Irntti nen P rid Q ■iith pIs 
identisch ergel en 

Was die m der Schnft au^geffchrten oder nur angedeuteten Eechnunetm betnflt so hat die 
Prüfung und Wiederholung de** giossten Pheils deiselben nicht nur keine Unrichtigkeit m der 
Abhandlung hemeiken lasa(,n sondern anh die Ueheizeugung gegeben dass der Vei-f mit der 
höheien Analjsis lehr veitraut ist und die Methoden derselben mit feicheiheit und fechaifsinn an 
zuwenden veisteht Hinsichtlich der Darstellung hat die Aibeit weniger beiiiedigt sie heat steh 
sehi schwer und eimangelt an einzelnen Stellen so sehr dei Durelisichtigkeit dias man den Sinn 
erst nach grossei Austiecgung zu verstehen im Stande ist Dieser Mangel hat ohne Zweitel zum 
grossen Theü wenigstens seinen Grund dann dass der Veit sich einer fepraclie hat ledienen 
müssen die ihm augenachemhch wenig gelauiig ist Sollte sich diduich der \ erf veranlasst fmden 
seine Arl eit m s Deulaclie zu übersetzen so wiirde dieselbe seil st abgesehen \ on kleinen Eedactions 
äudeiungen, die sich ihm hei dieser Gelegenheit darbieten Tiurden, ohne Ziieifel aa 'Veistandlich- 
teit sehr gewinnen. — 

Das von Neumann aus der Erfahrung entnommene und als Axiom an die Spitze der Theorie 
jnducirter Ströme gestellte Princip ist nun also durch den vom Verf gegebenen Beweis als ein aus 
dem Grundgesetze der elektrischen Wirkung abgeleitetes Theorem erfunden woi-den, und dieser 
Beweis bildet eine wesentliche Ei^änzung der von Neumann selbst schon gegebenen Vergleichung 
seines Princips mit jenem Grundgesetze , woria er für die Lehre von den inducirten Strömen die 
Harmonie zwischen beiden in vielen Beziehungen nachgewiesen hatte, jedoch ohne diese Harmonie 
in allen Beziehungen, noch auch ohne den Grund derselben nachweisen zu können. ' In der That 
kann aber aus dem Nenmannschen Princip nichts abgeleitet werden, was sich nicht auch aus jenem 
Grundgesetze ableiten liesse, weil ehen bewiesen ist, dass dieses Princip seihst aus jenem Gtrund- 
gesetze folgt. 

Dagegen kann aus dem Gntndgesetae Vieles, auch die Theorie inducirter Ströme Betreffende, 
abgeleitet werden, worüber das Neumannsche Princip keinen Äufachluss giebt, noch bei seiner 
Beschränktheit geben kann. Darum war in der Stellung der Preisfrage noch der Wunsch hinzu- 
gefügt, ohne es jedoch ausdriickÜch zu fordem, es möchte die Theorie inducirter Ströme aus jenem 
Grundgesetze eine noch weitere EntwickeluBg erhalten, als aus dem Keumannschen Principe möglich 
ist, um dadoi'ch einerseits die grössere Tragweite jenes Grondgesetaes ins Licht zu stellen, andererseits 
aber auch durch eine solche noch fehlende Ergänzung der Theorie inducirter Ströme den Kreis 
der praktischen Anwendungen dieser Theorie zu erweitem. 

Dieser Wunsch ist unerfiillt geblieben; es kann aber daraus dem Verf'. kein Vorwurf gemacht 
werden , da die von ihm gelöste Aufgabe schon allein ein hinreichend grosses und wohlbegrenztes 
Feld für eine solche Arbeit darbot; für die gewünschte weitere Entwiekelung würde dagegen, wie 
aus dem Zusammenhang erhellt, die Untersuchung gleichsam von vom wieder haben begonnen 
werden müssen, weil die vorausgeschickten Lehrsätze als Grundlage für die weitere Untersuchung 
nicht ausreichen. 

Die Facultät hat dieser Abhandlung den Preis auerkamit. 
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Das Gesetz für die electto dynamischen Wirkungen galvanischer Ströme 
hat Ampere in seinem: Memoire sur la theorie mathematique des pheno- 
menes ^lectrodynamiques (Memoires de l'Academie des sciences de l'institut. 
Ann^e 1S23) aufgestellt und die mathematischen Folgerungen in grosser Aus- 
dehnung entwickelt, so dass bisher nichts Wesentliches hinzugefügt worden 
ist. Auch hat er bewiesen, dass alle magnetischen Erscheinungen durch die 
Voraussetzung der Existenz electrischer Molecularströme erklärt werden. Zur 
Annahme dieser Voraussetzung nöthigte später die Kenntniss der diamagneti- 
Bchen Erscheinungen, die sich aus der Annahme magnetischer Flnida nicht 
erklären lassen. 

Mit Ampere's Gesetz zeigten die Neumann'schen Gesetze für die von 
Faraday entdeckte Induction galvanischer Ströme in einem Leitungsdraht 
durch andere galvanische Ströme gewisse Analogien (Abhandlungen der Ber- 
liner Akademie der Wissenschaften Jahrgang 1845: »Allgemeine Gesetze der 
inducirten electrischen Ströme« und Jahrgang 1847; »Über ein allgemeines 
Prinzip der mathematischen Theorie inducivter electrischer Strömea). Die 
gemeinschaftliche Grundlage aber fanden die Inductionserscheinungen mit 
den electrodynamischen und electrostatischen in Weber's Kundamentalgesetz 
electrischer Wirkungen (Abhandlungen der Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften 1846: »Über electrodynamische Maassbestimmungen insbesondere über 
ein allgemeines Grundgesetz der electrischen Wirkung«). 
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ZUR MATHEMATISCHEN THEOKIE ELECTKISCHEE STROME. 



Gj-eometrische Hülfssätze. 
2. 

Bei der Wii-kung eines bewegten clectrisclien Theilchens auf ein mag- 
netisches sind drei Richtungen im Eaume bestimmt, die Richtung der Be- 
wegung des erstem, die der Verbindungslinie beider Theilchen und die 
Richtung der auf das letztere ausgeübten Kraft, welche normal zn der die 
beiden ersten Eichtiingen enthaltenden Ebene ist. Um also bei einer analy- 
tischen Behandlung der Theorie der electromagnetischen AVirkungen nicht 
nur die Grösse, sondern auch die Richtung der Kräfte vollkommen zu be- 
stimmen, mnss die Anordnung der zu Grunde gelegten Coordinatenaxen durch 
Vergleichung mit bekannten räumlichen Verhältnissen festgesetzt werden. Im 
Folgenden ist diese für die rechtwinkeligen Coordinaten x, y, z so angenommen, 
dass wenn wir uns die positive a;-Axe nach Norden und die positive i/-Axe 
nach Westen gehen denken, dann die Coordinaten z nach oben wachsen. 

Für den Fall, dass die Bahn der bewegten Electricität eine geschlossene 
Curve bildet, spielen die stetig gekrümmten Flächen, die man sich von der 
geschlossenen Curve begrenzt denken kann, eine wichtige Rolle. Die beiden 
Seiten einer solchen Fläche yerhalten sich entgegengesetzt, so dass man jeder 
Fläche eine positive und eine negative Seite zuschreiben muss. Dem Ge- 
brauche des positiven Zeichens für das fingirte nordmagnetische Fluidnm 
entspricht folgende Bestimmung über das Zeichen der Flächenseiten. Wird 
der Anfangspunkt der Coordinaten in einen Punkt der Bahn der Electricität, 
die positive ?/-Äxe in die Richtung der Bewegung der positiven Electricität 
und die positive ^-Axe tangirend an die Fläche gelegt, dann soll an dieser 
Stelle die Flächenseite, auf welcher die positiven ^-Coordinaten sich befinden, 
die positive und die entgegengesetzte die negative genannt werden. Die 
beiden Seiten sollen in der Fortsetzung der Fläche von hier aus ihr Zeichen 
nicht ändern, und da die Fläche als stetig gekrümmt angenommen ist, so 
entsteht an keiner Stelle Unbestimmtheit im Zeichen, 

Um den Fortgang der Entwickeiung nicht zu stören, beweisen wir zum 
Voraus einige geometrische Lehrsätze, die wir zur Vergleichung der magne- 
tischen Wirkungen mit denen der galvanischen Ströme gebrauchen. 
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Erster Satz. 

Es bezeichnen s und s' zwei geschlossene stetig gekrümmte Curven, die 
keine Versehlingung mit einander bilden. Für jede Curve sei ein besonderer 
Sinn des Ports ehr eitens in derselben bestimmt , in dieser Richtung werden 
ihre Elemente ds und ds\ welche resp. die Punkte (x, 7/, 3) und (x', y\ st') 'ent- 
halten, als positiv angenommen und in derselben die Integrationen in Bezug 
auf ds und ds' ausgeführt. 

Irgend zwei stetig gekrümmte Flächen, die von den beiden Curven ganz 
begrenzt werden und keinen gemeinschaftlichen Punkt haben, seien X, A' und 
in den Punkten (g, -/], C), (!', '']', C) ihre Elemente dl^ dk'. Bei diesen Flächen 
unterscheiden wir auch eine positive und eine negative Seite in der Weise, 
dass die Kichtung der positiven ds oder ds' an die Stelle der Richtung der 
Bewegung positiver Electricität tritt. 

Es sei )■ die Lange der vom Punkte (x, 1/, s) nach {x',i/',s') in positivem 
Sinne gezogenen Geraden und iV, JV' Abschnitte auf den von di, dl' errichteten 
Normalen, die wir nach der positiven Seite der Fläche wachsend annehmen. 

Ist die Function ^(|'— |, vj'— i], C— C) für solche Werthe der Argumente, 
denen die Coordinaten von Punkten (|, tj, C) und (|', 7]', C) in den Flächen 
A und f! selbst oder in deren Nähe entsprechen , mit ihren zweiten Derivirten 
endlich und genügt sie der Gleichung 

, , ddm ÖÖ9 öö® 

so ist allgemein: 

Das vierfache erste Integral erstreckt sich über die ganzen Flächen X, X' und 
für je zwei Elemente dX und dx' bezieht sich -g^f^jr auf Punkte (|, -rj, C) und 
(£', Yj', C) in diesen Elementen. In den andern beiden Doppeltintegralen, die 
über die ganzen Curven s und s' auszudehnen sind, nimmt 9 nur die Werthe 
(f{x'—x,'y'—'y,/—s) von tp(|' — |, i;'— vj, C— C) an, die für die Punkte (Xj^^s) 
und {x', y', /) der jedesmaligen Elemente ds und ds' gelten. 
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Beweis. 



Es ist identisch 



(3.) f-,l%,Mäl' = fl-^ 
^ ' J dNdN' J \ßA 



ög' aj*" ■*" ajv"ö^~ ö"^"^ öA'ö:' öjv. 



dX dl'. 



; Factor vor das Integral treten, so dass vom ersten Gliede nur f-^-^-^-dX 
zu untersuchen bleibt, dieses ist aber 



' gay _a|_ ddf avj aa? _öc 



-r^r-U'L. 



^*"^ J i eg ar dN "^ öTi ör "öiY "^ "a: ar aiv; 

Für die Function 9(1'— |, tj'— tj, C— C) finden offenbar die Relationen Statt; 



a| a|' ' öj] ay;' ' 

ciö!p 009 009 __ aa^p 

also ist auch 

öa» ___ aao 

ä^Tal^ ^ afäv 

öa<p aa^p 

und in Folge der vorausgesetzten Differentialgleichung (1 .) 

aöo ddrs dd<f 

a^ö|' a/|ai^' acac 

Mit Rücksicht hierauf wird aus (4.) 

,. ^ r ööcp „ /■/ aa® ö£ ,, aa« dr. ,,\ r/ aa^ ac .,, dd<f ag ,a 

^ V aJVag J \a-fidT,' dN d^d-q dN j J \di,dZ dN d^dC dN } 

Diese Flächenintegrale lassen sich auf Curvenintegi'ale reduciren, indem die 
Integration über die unendlich schmalen Streifen der Fläche A, welche zwischen 
zweien zu einer Coordinatenaxe normalen Ebenen liegen, allgemein ausführbar 
ist. Da hierbei die besondere Beschaffenheit von tp nicht in Betracht kommt, 
so wollen wir ijj für -X setzen, wo 4* eine für jeden Punkt in der Nähe der 
Fläche l gegebene Grösse ist, deren erste Derivirten nach den Coordinaten 
endlich bleiben. Unter dieser Voraussetzung ist nämlich : 



^ ' J \&% dN di:, dN ) J • ds ' 
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ZUR MATHEMATISUÜEN THEORIE ELECTKISCHER STliÖME. 7 

worin ^, -g^- des ersten Integrals sich auf ■ einen Punkt des jedesmaligen 
Flächenelements dX und das <^ des zweiten Integrals auf einen Punkt des 
jedesmaligen Curvenelements ds bezieht. 

Es seien ^ = const. und y + dy = const. die Gleichungen zweier Ebenen, 
die die Eläche X schneiden. Ein einzelner zusammenhängender Streifen, der 
dadurch ausgeschieden wird, hat mit der ganzen Fläche zwei Curvenelemente 
von der Länge -s-dy als Grenze gemeinschaftlich, ausserdem für sich die 
Durchschnittscurven, welche die Fläche mit den beiden Ebenen bildet, und 
welche wir resp. J3", H^ nennen wollen, Die gemeinschaftliche Grenzlinie der 
Fläche und des Streifens kann nur dann von endlicher Ausdehnung sein, wenn 
ein Thcil der Curve s an dieser Stelle parallel der ^, C- Ebene ist, in dem 
Falle wollen wir aber den parallelen Theil als zu einer der beiden Linien 
N, TTj gehörig betrachten. 

Der Streifen hat als Theil der ganzen Fläche eine bestimmte positive 
und negative Seite. In seiner Begrenzung nehmen wir einen solchen Sinn 
des Fortschreitens an, dass die Seiten ihre Zeichen behalten, dann bleibt in 
den Theilen der gemeinschaftlichen Begrenzung die positive Richtung unge- 
ändert. 

In irgend einem Punkte |, -/j = ?/, C der Curve II seien dll und dN 
positive Elemente der Curve H und der Normale zur Fläche. Das Linien- 
element, welches in der Fläche und winkelrecht gegen dH sich von jenem 
Punkte bis an die Curve JTj. erstreckt, bezeichnen wir mit AF. Den beson- 
deren Fall, dass die Fläche an dieser Stelle eine endliche zur Ebene §, ^ 
parallele Gerade enthält und also kein Element AF Statt hätte, dürfen wir 
hier ausschliessen, weil der Lehrsatz, auf den die hier abzuleitende Heduction 
angewandt werden soll , ganz unabhängig von der Lage der Coordinaten gegen 
die Flächen ist, indem die Gleichung (1.), wenn sie für irgend ein recht- 
winkeliges Coordinatensystem gilt, auch für jedes andere rechtwinkelige Statt 
findet. Es kann nämlich entweder ein solches Coordinatensystem gewählt 
werden, dass keine gerade Linie in der Fläche parallel zu einer Coordinaten- 
ebene wird, oder doch wenigstens die Fläche in eine endliche Anzahl von 
Stücken zerlegt werden, für deren jedes ein geeignetes Coordinatensystem 
möglich ist, und wie später gezeigt wird, gilt der Satz für die ganzen Flächen 
X und A', wenn er für sämmtlichc einzelne Theile derselben Statt hat. 
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Auf der das AÜT enthaltenden Berührungsgeraden an die Fläche sei dY 
ein in derselben Richtung wie A.Y positiv zu nehmendes unabhängiges Ele- 
ment. Da auch dN und dH unabhängige Differentiale sind, so bedeuten die 

I, 7j, C-Axen mit den Richtungen von rfiV, dH, dY einschliessen. 

Um diese neuen Veränderlichen in das zu betrachtende Integral einführen 
zu können, müssen wir uns die Kenntniss der Zeichen einiger dieser Dcri- 
yirten verschaffen.. 

Da die ganze Curve H parallel der g, C-Ebene also winkelrecht zur Kj-Axe 
liegt, so ist gX = 0. Es bedeutet -^4 den Cosinus des Winkels zwischen der 
15-Axe und der Richtung von dY, derselbe Cosinus ist aber auch gleich dem 
Quotienten -^ und da dieser positiv ist, so ist auch -^ positiv. Die Rich- 
tungen der dN, dH, dY sind zu einander normal, also finden zwischen jenen 
neun partiellen Derivirten dieselben Relationen Statt, wie zwischen den Coeffi- 
cienten der Transformation rechtwinkeliger Coordinaten in einander, also 
auch folgende : 

^3_.3 1^4.^3^ - 1 

dN dN '^ ÖH ÖH'^ ar ÖY 

In ~eN '^ 'm ~dH '^ ~dY ^eY ~ 

_a|__öc_ d|_ ö:_ ög d^ _ 

6N oN ^ dH dH "*" dt dY 

6^ _e|_ _a: ^§_ , _öc__a|_ _ 

dN dN '^ dH ÖH^ dY dY 

dN dN "^ 6H dH '^ dY ät 

dN öN "^ öH dH^'dY ÖY ~ ' 

Die ersten drei Gleichungen der Reihe nach mit 

d;ti_^d^ dti ac 

dH dY dY dH 

_^5C_ _e| ^3_ 

dH dY öY dH 

d^ dr^ g| dri 

d'H'dY dY dH 
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multiplicirt und dann addirt ergeben, wenn 

öN dH dY "^ dN dE dY ^ öN dH dY dN dY dti öN dY dH dN dY dH ~ ^ 
gesetzt wird, 

^ dN ~ dH dY dY dH' 

Ebenso folgt aus den drei letzten Gleichungen mit denselben Grössen multi- 
plicirt und dann addirt 

dc _ _ö^^5 ag a»i 

^ d'N ^ dH dY dY dH' 

Nach der Bestimmung, die wir über die Zeichen der Flächenseiten getroffen 
haben, besteht unter den Richtungen von dN, dH, dY dieselbe Reihenfolge 
wie unter den Axen |, "»j, C also ist nach Art. 2, VII der »Disquisitiones gene- 
rales circa superficies curvas« auctore Gauss,*) der Wcrtli von e positiv und 
;5war ^ +1. Da wir auch ^ positiv und ^ Null gefunden haben, so er- 
sehen wir aus den beiden so eben aufgestellten Gleichungen, dass der Werth 

^"^^ 'SW ^^ "liJi' ^"'^ ^^^' ^°" "ßF ™^^ ÄF S'^^^^^l^^^ Zeichen hat. 

Den ganzen Fiächenstreifen theilen wir durch Querlinien wie A K in 
Rechtecke mit den Seiten AI^ und dH. Das Rechteck bei dem Punkte 
|,7],C setzen wir für das bis jetzt beliebig gelassene l"'lächenelement dl. 
Die Projection desselben auf die Ci^- Ebene ist dann gleich dem absoluten 
Werthe von -~dHdy und gleich dem von -^dl, also, da -^ und — -q^ gleich- 
zeitig positive oder negative Zeichen haben, ist 

dl ,, ö; ,„t 

Die Projection von dX auf die g, tj- Ebene ergiebt sich gleich dem absoluten 
"Werthe von -^dHdy und gleich dem von -sj^dl, also, da -qw uniä -g^ zugleich 
positiv oder negativ sind, ist auch 



' Werke, Bd. IT, S. 221], 
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10 Zri! MATHEMATISCHEN THEOEIE ELECTKISCHFR STRÖME. 

Zufolge dieser Relationen wird 

öt|i ÖC ,, d'l dl öl} ög ßi e; 

e| öA' öc öA ö| öi:/ ■' ec öi/ 

und, weil 



dHihj. 



Um den Werth des Integrals zu erhalten, der sicli auf den Flächen- 
streifen bezieht, haben wir -^dHdy für alle Elemente dH der ganzen Curve 
H zu Summiren, wir erhalten dadurch ~<\j^dy-\-'!^^dy wenn r|jj, ^^^ die Werthe 
von (]; am Anfang und Ende der II bezeichnen. 

In dem Punkte, wo die Curve H anfängt, mnss, da überall in der Be- 
grenzung des Flächenstreifens der Sinn der Fortbewegung derselbe sein soll, 
die Richtung in dem Elemente ds^ von dem Ende der H^ nach dem Anfang 
der H gehen, also hat hier, weil der H-^ die Coordinate y+dy und der II 
die y zukommt, -~- einen negativen Werth. Ebenso ergiebt sich, dass am 
andern Ende von H das -~- positiv ist. Die positive Grösse dy wird dem- 
nach = ~-^ds^ und = -3-^*^*11' ^^^ ^^^ über einen Flächen streifen ausge- 
dehnte Integral = •\i^^ds^^']f^^^ds^. 

Trennen die I^benen y =^ const. und y + dy ^ const. mehr als einen 
Streifen aus der Flache, so erhalten die Integrale iür die übrigen Streifen 
dieselbe Form, wie das so eben abgeleitete. Das über sämmtliehe Streifen 
mit der Coordinate y ausgedehnte Integral wird daher 

und die Summe aller dieser Reihen für sämmtliehe Elemente dy ergiebt das 
gesuchte Integral, In der Summe tritt i^-^ds iür jeden Punkt der Curve s 
ein Mal und zwar nur ein Mal auf, also ist 
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Des einfacheren Ausdruckes wegen haben wir hier angenommen, dass 
die Curve s eine einzige in sich geschlossene sei, offenbar gilt das Resultat 
aber auch, wenn an die Stelle von s ein System von geschlossenen Curveii 
und zugleich für X eine eben so grosse Anzahl durch jene begrenzter Flächen 
tritt. Die Curvenintegrale sind dann über säuimtliche Curven und die Flächen- 
integrale über sämmtiiche Flächen auszudehnen. In den folgenden Unter- 
suchungen werden wir den allgemeinen Fall im Auge haben und deshalb 
von einem Curvensystem s oder s' und einem Flächensystem X oder X sprechen. 

Aus Gleichung (8.) wird, wenn wir v- für 4* setzen, 

ff dd'o ö; ,, d-l'ß öE ,A föffl df/ , 

J\ö|aC dN ö:ö: öjV / J dj ds 

worin das g— des Flächenintegrals sich auf die beiden Punkte {|, yj, Q) und 
(I', f(, C) der Elemente dX und dx' bezieht, aber das -^ des Ciirvenintegrals 
auf (x, y, s) und {5', t]', C) der Elemente ds und dX. 

Lassen wir in (6.) die Coordinatenaxen g, v;, C der Reihe nach in vj, C, I, 
also y iu. s übergehen, und setzen -,4- für t[^, so erhalten wir 

J löPv äF''^" öR7 Wn ~ J öv öS '^' 
und demnach aus Gleichung (5.) 

^ ' J öAd| J d', ds J ör, ds 

und dieser entsprechend 

r dd<i> ,, rd-s ds , /"ö'^ öx , 

J Md^'^^ = Jw-ä^'^'j -dc-äj^' 

J öNdQ' J ÖT| ÖS J ö| ÖS 

Durch Einsetzen dieser Werthe für die Flächenintegrale wird Gleichung (3.), 
■wenn man die Glieder gehörig anordnet, 

/ r/öts ÖYj' d<a ö:' \ dx ,,,, 

[-J[iirii'--iiföwjisf'"-* 



-m 



df ag' \ dy 



äX'äa' 



ö<p ö|' ö'f 5-/]' 

^ 'öF" ~ öT öF 



ÖC öiVV öS/ 
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Setzen wir in Gleichung (6.) 9 für ijj uncl accentniren die übrigen Grössen, 
so erhalten wir 



r d-s öc -,,, e? i3£ „A r ^v -, 

J \d§ öA' öC öA / J ös' 



und hieraus, wenn wir die Coordinatenaxen |, 15, C erst der Reihe nach in 
T], C, S und dann der Reihe nach in C, ^, 'l übergehen lassen, 

J \dri dN' a| öJV' y J ^ ÖS 

rfdf d-fi' ,., d<? dC ,,.\ /■ dx'. 

J \d^ dN ß-q öA J J ■ ds 

Die Gleicljung (8.) verwandelt sich mit Rücksicht hierauf in 

/ddro ,, ,,, Z' / dx dx' dy dy' ds f3/\ , ,, 

■S^~m-d!^dk' = - ( '?-\-^-^rr + -^~rT+-l-^-r]dsds. 
öNöN J ' \ds ds ÖS ds 6s 6s / 

Es sind "^t "g^t "^t ■"' ^^^ Cosinus der "Winkel, welche die Richtungen von 
ds und ds' mit den Coordinatenaxen bilden, also ist der von den Klammern 
eingeschlossene Ausdrack gleich dem Cosinus des Winkels, den die Richtungen 
von ds,ds' mit einander bilden, daher 

6d<f 



I - -itjflj,-, äläX =; — / ff. cos ((^s, ds')dsds'. 



Setzen 


wir 




(x'-xy+{:!)'-yf+{!i-z)' = r' 


so ist 






rar 

d(rdr) j. d(rd.) g 
öx dx' " ' dy dx' 


also 












ä(raf) 


6a; dx' dy 6y' &s dz' 






dsds' 


ds ös' ds ds' ds ös' 



d(rdr)_ 



-•ios(ds, ds'). 
Demnach erhalten wir die Gleichung 

/ 6NdN' ^^ ^^' ^ "J =P ■ C09 (ds , ds') ds ds' = J'? ■ -^^ ds ds', 
welche wir beweisen wollten. 
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Haben zwei einzelne Flächen des Systems X oder A' ein Stück ihrer Be- 
grenzung gemeinschaftlich, hat 9 in jedem Punkte derselben für beide Flächen 
denselben Werth und stossen dort die positiven Seiten beider zusammen, also 
auch die negativen, so können die zwei Flächen als eine zusammenhängende 
betrachtet weiden, indem andern Falls die Curvenintegration über die ge- 
meinschaftliche Grenzlinie zwei Mal und zwar in entgegengesetztem Sinne 
auszudehnen sein würde, also keinen Beitrag liefern würde. 



Zweiter Satz. 

Das Maass des körperlichen Winkels, dessen Spitze im Punkte {§', tj', C) 
liegt und der von den aus (!', v]', C) an die Punkte einer Curve s gezogenen 
Geraden begrenzt wird, ist gleich der centralen Projection der von der Curve 
5 begrenzten Fläche ;, auf die mit dem Kadius 1 um den Punkt (^', yj', C) 
beschriebene Kugel, Dabei hat die Projection jedes Theiles der Fläche das- 
selbe Zeichen, wie die dem Mittelpunkte zugekehrte Flächenseite. 

Bezeichnet p die liänge der vom Punkte (^,7j,C) nach (g', ■/]', C) gezoge- 
nen Geraden, so ist -.S der Cosinus des Winkels, den diese Gerade mit der 
Normale iV des Flächenclemcnts dl einschliesst, also ist -äS~dl die Projection 
des Elements dX auf die mit dem Eadius p um den Punkt (|', ■(]', C) als Mittel- 
punkt beschriebene Kugel und daher ä^dX die centrale Projection des- 
selben dx auf die Kugel mit dem Eadius 1, und zwar wird die Projectiou 
positiv oder negativ sein wie der erwähnte Cosinus, d. h. je nachdem das 
Flächenelement dX dem Mittelpunkte (|', vj', C) seine positive oder negative 

1 -8 ^~ 

Seite zukehrt. Daher ist f ^ dX oder f-^.- dX gleich dem zuvor definirten 

Maass des körperlichen Winkels. 



Dritter Satz. 

Ampere nennt ein Solenoid ein System s von kleinen geschlossenen Cur- 

ven, die gleich grosse ebene Flächen L begrenzen, und die so angeordnet 

sind, dass es eine stetige Linie g giebt, welche mit jeder Fläche L einen 

Punkt gemeinschaftlich hat, an dieser Stelle mit der positiven Normale iV dieser 
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14 zun IIÄTHBMATISCHEK THEOßlE ELEC'riüSCHER STEÖMB. 

Fläche gleich gerichtet ist und durch je zwei benachbarte Flächen L iu gleich 
lange aber sehr kurze Äbschnitte^^C? getheilt wird. 

Dasjenige Ende des Solenoids, bei dem die Linie g anfängt, also die 
negative Seite der ersten Fläche L nach aussen gekehrt ist, heisst das nega- 
tive Ende, das andere, bei dem g aufhört und die letzte Fläche L ihre 
positive Seite nach aussen kehrt, das positive Ende. 

Ist (L iri^end eine für ieden Punkt in der Nähe des Solenoids gesehene 
Grösse, deren zweite Derivirten endlich sind, so wird -J^ in einer einzelnen 
Fläche L nur um eine unendlich kleine Grösse von -X verschieden sein. 
Nehmen wir fär die beliebigen Flächen X jetzt die ebenen Flächen L, so 
wird das Integral J-^dl ausgedehnt über eine einzelne Fläche L gleich 
-ä~--i, also das über das ganze öolenoid erstreckte 



/ 



l^« = ^t 



L, 



worin sich die Summation auf alle Flächen des Solenoids bezieht. Nach der 
Voraussetzung beträgt die Anzahl der auf die Länge dg vertheilten Flächen 
-|-, also ist 

worin ^' und t^" die Werthe von ^ im negativen und positiven Ende des 
Solenoids bedeuten. 

IBe"weis der allg'emeinen Lehrsätze. 

ö. 

Ableitung der Ausdrücke für die electrodynamiache und 

eleotr omotor ische Kraft aus dem Grundgesetze. 

Diese Ableitung ist in der Abhandlung über ein allgemeines Grundgesetz 

der electrischen Wirkung von Weber gegeben. Der Vollständigkeit halber 

will ich sie hier aufnehmen. 

Sind die Curven s und s' die Bahnen zweier electrischer Ströme in einem 
bestimmten Zeitpunkte t, und +eds, —eds wie +e'ds\ —e'ds' die in den Bahn- 
eleraenten ds und ds' beündlichen positiven und negativen Electricitätsmengcn, 
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bezeichnen wir mit 


' ''i' '■^J ''3' *■* ^^^ veränd« 


srlic 


der Electricität 








+ er?s von + 


eUs' 




— eds von — 1 


.'ds' 




+ eÄs von —i 


3'(?S' 




— eds von +1 


s'tüs', 



so sind nach dem Fundamentalgesetz die einzelnen Wirkungen der Electrici- 
täten +eds und —eds auf +e'ds' und —e'ds', positiv genommen in der Richtung 
der von ds nach ds' gezogenen Geraden: 







K 


= + 


e* 


e'ds 


'(- 


1 


dr', 
df 


■ + 


2 


ddr, 






-B, 


= + 


eds 


e'ds 


-{'- 


1 

cc 


§ 


■ + 


2 


ddr, 

'~dF 






E, 


= - 


edS: 


e'ds' 


■('- 


1 


§ 


+ 


2 

cc ' 


ddr, 

■"ST 






-E, 




eis. 


i'di 


'/, 


1 


*; 




2 


ddr, 








r. 




V- 


'cc 


a'" 


+ 


-^r. 


~W 


worin 


c die 


Gcscliwind 


iülieit 

















439450. 10- f"™'^"- bedeutet,*) 

wie Kohlrausch und Weber sie durch die in der Abhandlung über Zu- 
rückführung der Stromintensitäts-Messungen auf mechanisches Maass (1856) 
veröffentlichten Untersuchungen gefunden haben. 

Auf -{-e'ds' wird die Kraft E^ + E^, auf —e'ds' die Kraft E^ + E^ ausgeübt, 
daher werden diese beiden Electricitäten mit der Kraft 

{E, + EJ + (i:,+ E,) = E,+ 1:,+ E,+ E^ 

fortbewegt in der E.iclitung von ds nach ds' hin, und von einander gezogen 
mit der Kraft 

(E^ + E^)-(E, + E,) = E,-E,-E, + E^. 

Da die Electricitäten nicht aus der linearen Stromleitung heraustreten können, 
so besteht die Wirkung der ersteren Kraft in einer Fortbewegung der Strom- 



*) [Wilhelm Weber's Werke, Bd. III, S. 652]. 



Hosted by Google 



16 ZUE MATHEMATISCHEN THEORIE ELECTßlSCHE» STRÖME. 

leiter, sie wird electrodynaraische Kraft genannt. Die andere hat als Com- 
poneiite -^-w-rdsds' in der Richtung des Stromelements ds' das Product von 
E^ — E^ — E^+E^ multiplicirt in den Cosinus des Winkels, den die Richtung 
von ds' mit der von ds nach ds' gezogenen Geraden einschliesst, d, h. in 



Diese Kraft 



ds' 

- dr 



treibt die Electricitäten +c' und —e in der Richtung der Stromleitung aus- 
einander und die Summe derselben für alle ds und ds' führt den Namen 
electromoto tische Kraft. 

7. 
Einführung besonderer Coordinaten. 
Zur genaueren Einsicht in die Beschaffenheit der Ausdrücke für diese 
beiden Kräfte ist es erforderlich, Coordinaten zu Grunde zu legen, die der 
Natur des zu betrachtenden Gegenstandes angemessen sind, wie die von Neu- 
mann in seiner zweiten Abhandlung über ein allgemeines Princip der mathe- 
matischen Theorie inducirter electrischer Ströme (1847) § 5 gewählten. 
Die Gleichung der von der Stromleitung beschriebenen Eläche sei 

f(x, y, n) = const., 

in dieser Fläche liegt die Curve, welche der Anfangspunkt des Elements ds 
durchläuft, wir wollen sie durch 

f{x,y, s) = const. 

und durch eine solche Gleichung 

S{x,y,s) = S = const. 

bestimmen, dass der von dem Endpunkte des ds beschriebenen Curve die 
Gleichungen 

f{x,y, z) = const. 
S{x,y,z)-\-dS{x,y,s) = S+ds ~ eonst. 
zukommen. 
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ZUR MATHEMATISCHES THEORIE ELECTRISCHER STRÖME. 17 

Die Curve s, welche die StTomleitung im Zeitpunkte t bildet, sei durch. 
die Gleichungen 

f(x, y, ^) = conat. 
W{x,y,e) = F{t) = 10 ^ const. 

gegeben. 

Entsprechende Bedeutung wie für ds mögen 

f'{x\ y, s') ■= conat. 

S'{^'>y'j^') = yS' = const. 

W{x\y',is') = F'{t) = w' = const. 

für ds' haben. 

Es sind also w und w' nur von der Zeit t abhängig uud ds und ds' ganz 
unabhängige Differentiale. Die Derivirten -~ und -^ unterscheiden sich im 
Allgemeinen von den Geschwindigkeiten, mit welchen sich die Elemente ds 
und ds' fortbewegen. 

Die Ortsveränderungen der Electricitäten sind zweierlei Art, die einen 
werden durch irgend welche Umstände veranlasst und finden in den Strom- 
leitungen Statt, so dass die positiven Electricitäten die Geschwindigkeiten 
~,-^ und die Beschleunigungen -57^,-375- besitzen, die negativen dieselben, 
aber mit entgegengesetzten Zeichen. In diesen Ausdrücken bedeuten ds und 
ds' nicht, wie sonst überall, die Längen der Leiterelemente also von der Zeit 
unabhängige Grössen, sondern die von den Electricitäten in der Zeit dt durch- 
laufenen Bahnen und zwar positiv gezählt in dem Sinne, wie sich die positive 
Electricität bewegt. Da die hier betrachteten electrischen Ströme überall in 

einer geschlossenen Bahn gleiche Intensität haben, so sind -^, -^n -^ir^ -jü- 
o ö ' dt ' dt ' dp ' at* 

für alle Punkte einer geschlossenen Curve der Systeme s, s' zu irgend einer 
Zeit constante Grössen. Die andere Bewegung der Electricitäten ist durch 
die Ortsveränderung der Stromleitung gegeben, hängt also von -^, -^ ab 
und hat für positive und negative Electricität dieselbe Richtung. 

Die beiden Electricitäten in jedem Elemente ds und ds' der linearen 
Leiter befinden sich unmittelbar neben einander, die Entfernungen r^,r^,r^, 
r^, )■ unterscheiden sich daher nicht in ihren AVerthen, wohl aber in den 
Derivirten nach der Zeit, und zwar wird, wenn wir zur Abkürzung 



Hosledby Google 



ZÜH MATHEMATISCHEN THEORIE ELECTBISCHEfi STBÖME. 

dr ds 

ÖS dt 

dr ds' ,, 

W^ ~ " 

dr dv) dr dw' , 

dw dt dw' dt 

dr, -,■,-,, 

--f- = h — IC — K 

dt 

h + fs-k' 



dt 
dr. 



dr\ drl drt drl , , , , 

dt dt' dt dt' 

drl drl drl dr^ ^ 

~'W-^~de-'W^'dt'~ - ~®^'^' 

Führen wir ferner die Grössen 

ddr ds' ddr ds'^ dr ddw dr ddio' ddr dw' , ddr äw dtv' ddr dw' 
ds' df ds" df 'dw "df "*" Itt/ '~äf~ "*" dtif 'W "*" dw dw' 'dt IT "'" Iw^ 1^ 

ddr ds ds' 

dsds' dt dt 

/ ddr dw ddr dto'\ ds dr dds 

\dsdw dt dsdw' dt ) dt ds dt' 

I ddr dw ddr dtv'\ ds' Ör dds' , 

yds'dw dt ds'dw' dt } dt ds' df ^~ 

ein, so wird 

ddr, , , 

■ ■ -,,„ ■ =^ i + s» + w + )i 
dt 

ddr, , , 

-—^ =^ l + m — n — n 
dt' 

ddr. 

—r,i- = i — m+n — n 
dt' 

ddr. , , 



■ = l 
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d*, 


ddr. 


ddr. 


ddr, 


-if- 


■+-iir 


^nr 


df 


idr. 


Mr, 


dir. 


ddr. 


if 


de 


+'dr 


df 



■- in. 

Der Ausdruck Tm die electrodynamisclie Kraft A, welche das in ds be- 
findliche Stromelement auf das Leiterelement ds' in der Richtung der von 
ds gegen äs' gezogenen Geraden ausübt, verwandelt sich durch Einsetzung 
dieser Werthe der Derivirten nach der Zeit in : 

(12.) A = i:,+ E,+ ]^J,+ E^ 

ee' äsds' o, ,, , „ . , 
ce rr ^ 

ee' ds ds' ds ds' Idrdr ddr \ 

cc dt dt rr \ös ds' dsds'} 

und die Gleichung für die electromotorisohe Kraft in : 

^ -^ . dr ee' dsds' , ^T, „ . , Ö»* 

-E, + E.)^-y = ■ — — (-8Ä/* + 2f.4«)— ^ 

" öS cc rr ^ OS 

1 dr dr ds / dr dw dr dw'\ 
rr ds ds' dt \dw dt dw' dt ) 

2 dr ds / ddr dw^ ddr dio'\ 
r ds' dt \dsdw dt dsdw' dt j 
1 dr dr dds 



(IS.) 



Die electrodynamische Kraft hangt also nicht von der Bewegung -^, -^ 
der Stromleiter s und s' ab, auch nicht von den Beschleunigungen -^irg^ 
der Klectricitäten , sondern in jedem Zeitmomente nur von der augenblick- 
lichen gegenseitigen Lage der Stromleiter und den Geschwindigkeiten -^i-^ 
der Electricitäten , d. i. von den Intensitäten der Ströme. Die electromoto- 
nsche Kraft wird nur durch die Bewegungen -J^, -^ beider Stromleiter und 
durch die Beschleunigung -^ der Electricitäten in demjenigen Leiter s, von 
welchem die inducirende Kraft ausgeht, zur Wirkung veranlasst. Die schon 
vorhandene Geschwindigkeit -t- und Beschleunigung -jir der durch die elec- 
tromotorische Kraft weiter zu trennenden Electricitäten in dem andern Leiter 
s' sind dabei ohne Einfluss. 
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Lehr 


Sätze der 


EL 


ectrodyn. 


amik. 






1) Ämpere's . 


Formeln. 




Berücksichtigen 


wir, dass 










ösds' 


1 _. 


ja. 

öS 




i dar 
äsds' 



d(rdy) _ ^ ^j- ddr 

ÖS ds' ÖS ös' ÖS ös' 



2 ör ör 
)■' ÖS ös' 



ist, und setzen wir die mit der magnetischen Maasseinheit gemessenen Inten- 
sitäten der electrischen Ströme 



* c dt 
so können wir statt Gleichung (12.) auch schreihen 
. . ,, öö \jr äs ds' 



dsds' \lr 



d(rdr) , o ör dr'\ 



^ ' rr \ dsds ds ds J 

(16.) 4 = -iÄ, Ms'lr^--^ f:|i). 

^ ' \ ÖSÖS *T ÖSÖS y 

Der Ausdruck in (15.) bildet das Grundgesetz der von Ampere aufgestellten 
Theorie der electrodynamischen Wirkungen. Es sind nämlich ^^ und -^ 
die Cosinus der Winkel, welche die Gerade r mit den Eichtungen der Ele- 
mente ds und ds' bildet und -^^ '^ ;'' ■ der Cosinus des Winkels, den ds und 
ds' cinschliessen. Bezeichnen wir diese Winkel der Reihe nach mit fl, 6', e, 
so erhalten wir aus (15.) 

A = -(?s(?s'(2coa e— 3 cosöcose'). 
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ZUR MATHEMATISCHEN THEORIE ELECTRISCHER STEÖME. ^1 

Die ganze Kraft A zerlegen wir in drei den Coordinatcnaxen parallel 
gerichtete Kräfte, dann wird die der x-Axe parallele 



bezeichnen wir diese mit 



e8x_ 

dids' *■ 



sex , , , . dr 
-T-^-rdsäs = i-r-r : 
öS OS dx 



oder wegei 



- = ■^1?' 




so ist nach (16.) 




\ dx' ÖS ÖS öa; 


ö(rör)- 
ösös' , 


..1 1 
rdi- r r d{rdr) 




M äsds' ÖS' ösöx' 





d n ö{rdr) \ ^ 1 ddjrd r) r d{rdr) 

ös' \r dsöx' J r dsds'dx' ds' dsdx' 

d n d(rdr)\ _ 1 dd{rd r) ^V d(rdr) 
öx' \r dsds' ) r dsds'dx' dx' dsds' 

,,^, döX , ,, ., ...Ad I r rdr\ d (1 d{rer)\ d (1 d{rdr)\) 

(17.) -^-^rrdsäs = -«t?s?(is J-^- -r-^^-r — ^-r ^^-r + ^rr ^ , , ■ ■ 

^ ' ÖS ÖS (OS \ öS ox j OS \r osox J ex \r osös J) 

Hierfür können wir in Folge der identischen Gleichungen 

d- ö- fi- 
el /l d(rdr)\ _ r dx dx' r dx dy' r dx ds' 

ds' \r dsdx' j ~~ dx" ds ds' dy' ös ds' ds' ds ds' 

6- e- d~ 
d /l d(rdr)\ r dx dx' r dy dy' r ds d/ 

dx' \r dsds' j dx' ds ds' dx' ös ös' dx' ds ds' 

auch setzen: 

ö— ö- e- ö- ö- 

ddX -. ^ , ., .,, ,( ö / r rdr \ . dy' l r dx r dy \ ds' ! r ds r dx \ 

Öse7 ^'^^^ \ls\ds^ 'W)'^ 'ds^\^'ds~^~ 'dsj~W\Tx^ '6s~ ds' ~ds) 

Die Grösse i hat für alle Pnnkte einer einzelnen Curve des Systemes ; 

denselben Werth, also ist 

öl öl 

dir rdr\ -j __ d I. r rdr \^ 

ÖS \ ös' dx' J ds \ ös' dx' ) 
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22 ZDR MATHEMATISCHEN THEORIE ÜLECTRISCHEK STROME. 

Das Über eine einzelne Curve des Systemes s erstreckte Integral dieses 
Ausdrucks ist gleich der Differenz der beiden Wertlie, welche die Function 

*'fl^"k^ für die beiden Endpunkte jener Curve annimmt. Die Ciirve ist aber 
eine geschlossene, also fallen die beiden Endpunkte zusammen, ferner ändert 
sich die Function stetig und hat für jeden Punkt nur einen Werth, daher 
sind die beiden Werthe in den beiden Endpunkten einander gleich, also ihre 
Differenz, das über die Curre ausgedehnte Integral, wird zu Null. Berück- 
sichtigen wir dieses, so ergiebt uns die über sämmtliche Curven s ausge- 
dehnte Integration der letzten Gleichung die folgende : 



as) ^j'— _wH^ fl^L^ ^^i\ids~— fils. 

^ '' ds' [ ös' J V dy 6s dx' ds } 6s' J \ dx' 



öä" ds) 



welche von Ampere S. 214 seiner Abhandlung bewiesen ist. 

Die Function — genügt derselben Differentialgleichung (1.) wie tp und 
sie selbst so wie ihre zweiten Derivirten bleiben endlich, weil nach unserer 
Annahme in Art. 3 der Punkt (§,7],C) als den Flächen l angehörig nicht 
mit dem (^', V]', C) der Flächen A' aasammenfallen kann, daher gilt auch die 
Gleichung (7.) für cp = — und nach ihr ist; 

„öd— ö -- , ö — 

J öNög J ÖC ds J ö-ij ÖS 

Lassen wir den Punkt (|', -/)', C) in (^'j ^'; ■^') übergehen, so wird in dem 
Curvenintegral p = »■ also 

J öNdx J \Ss ds dy dsj ' 

oder wenn wir 

ö- 
(19.) J^äX == r 

en, 

(20.) IZ = fdj_ i» _ ^ ^b» 



setzen 
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und diesem entsprechend; 



J\dx' 



OS J 



^ — f( I^ ^^ ?- dy\ 

ö^' J V ^J/' ÖS dx' ds I 

Durch Einführung dieser Function V erhalten wir aus Gleichung (l8.) 

*■ '^ ds' \ds' öe' ds' %'/ 

und durch Vertauschung der Coordinatenaxen 

ar ,, v,,/ö/ er öx öf\ 

ös \ ÖS öa: ÖS ÖS / 

ö^ , , .,, ,/ö3;' öF 6«' dV\ 

-^-räs = -las K-7--i-T- — ^ ^-^ 
OS \ ÖS öy ÖS da; / 

als Componenten der resultirenden electrodynamischen Kraft, welche die 
Ströme i in dem Systeme der geschlossenen Leitungen 5 auf das von einem 
Strome mit der Intensität % durchlaufene Element ds' ausüben. Diese Formeln 
finden sich von Neumann in der ersten Abhandlung (1845) über electrische 
Ströme S. 43 aufgestellt. 

Nach dem zweiten geometrischen Satze ist V die Summe der Producte 
der Stromintensitäten i jede multiplicirt in den körperlichen Winkel, dessen, 
Spitze im Punkte {x, y\ s') liegt, und der von den aus (x',i/',s') an die 
Punkte der jeder Intensität zugehörigen Stromleitung s gezogenen geraden 
Linien begrenzt wird. Diese Eunction ist von Gauss in der »Allgemeinen 
Theorie des Erdmagnetismus« Art. 37 und 38 erwähnt*) und würde nach der 
später von ihm eingeführten Benennung solcher Functionen das Potential der 
electrischen Ströme i,s heissen. **) 

Für den speciellen Fall, dass die I,eitungen s von Strömen mit gleicher 
Intensität i durchlaufen werden, und sie ein Solenoid von der in Art. 5 be- 
schriebenen Gestalt bilden, dessen positives Ende im Punkte {a,ß,y) und 



*) [Gauss' Werke, Bd, V, S. 170 und 171.] 
**) [Gauss' Werke, Bd. V, S. 200.] 
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24 ZUR MATHEMATISCHEN THEORIE ELECTBiaCHEE 8TRÖMB. 

dessen negatives in unendlicher Ferne liegt, wird V = ^ ^, 



ist. Setzen wir für die beiden Flächenseiten des unendlich kleinen ebenen 
Dreiecks, das den Punkt (k, ß, y) als einen Eckpunkt und das Element ds' 
als dieser Ecke gegenüberliegende Seite enthält, die Zeichen in der Weise 
fest, dass, wenn wir daraus nach, der allgemeinen Bestimmung in Art. 2 die 
positive Richtung in der Begrenzung herleiten, die positive Richtung in ds' 
so bleibt, wie sie zuvor angenommen war, und legen wir nun die y, ä^'- Ebene 
dieser Fläche in der Weise parallel, dass die Coordinaten x' nach der positiven 
Fiäehenseite wachsen, so wird für ds' 



dx' 



Bezeichnen wir mit o und t die Winkel, welche die Richtung des ds' und 
die Richtung der vom Punkte (a, ß, y) nach ds' gezogenen Geraden R mit 
der 2/'-Axe bilden, so ist: 



dR 
6y' 



und deshalb 


1?— 






ax iL 
ds' " auM 


. ,1 d,/ dB d!' dE' 
""[ ÖS' dl' + ÖS' dtj\ 




= -iL,, 


_, sm(a-T) 



ER 
worin o — t den Winkel bedeutet, den R und ds' mit einander einschliessen. 
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ZUR MATHEMATISCHEaj THEORIE ELECTßlSCHER STROME. 25 

Befindet sich im Punkte («, ß, y) statt des Solenoids ein Xheilchen, nord- 
magnetischen Fluidums (i, so wirkt dieses mit einer Kraft auf das Strom- 
element i'ds', die der x-Axe parallel gerichtet ist und (nach, Art. 1 der Ab- 
handlung von Gauss »Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im ver- 
kehrten Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- 
und Abstossungskräften)*) 

sin (a — t) . ft t'äs' 

zum Maass hat. 

Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem obigen für -g-rds' ergiebt 
Ampcre's Satz, dass auf ein Stromelement dieselbe Kraft von einem mit 
der negativen Seite in unendliche Ferne sich erstreckenden Solenoid ausgeübt 
wird, wie von einem Theilchen nordmagnetischen Fluidums von entsprechender 
Grosse 



das sich an der Stelle des positiven Endes des Solenoids befindet. 

Mit Berücksichtigung der Gleichungen (21.) schliessen wir hieraus, dass, 
wenn die Coordinatenaxen nicht diese besondere Lage gegen das Stromelement 
und das magnetische Theilchen haben, die Componenten der von diesem auf 
das erstere wirkenden Kraft 



2.) 



ÖS 



■t'cfe'l 



^i 


'W 


''i 


d«' 


ÖS' 


ov 


<'* 


dx 


^i 



dx' 



äs' ds' 



dy' ds' dx' } 

sind. Giebt es ausser dem Theilchen {i noch andere nord- und sädmagnetische 
Fluida ft', ft", .. . — ^j, — ;tjj., ... in den Punkten («', (5', y'), («", j3", y"), ... («n/Jp ^j), 
(«jj, (5jj, ^jj), ... und setzt man Kürze halber 



(23.) 



+ ^ + -Sr + 



E^ S' 



E' 



IL ^ B„ ' 



■ = V 



*) [Gauss' "Wevke, Bd. V, S. 198.] 
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26 ZUK MATHEMATISCHEN THKORIE ELECTUISCHER STROME, 

dann wird nach (22.) eine Coniponente der gesammten resultirenden Kraft 

6a' \ ds' ds' ös' ö»/' ) ' 

so daas die obigen Ausdrücke der Componenten in (21.) sowohl gelten für 
die Wirkungen von geschlossenen Strömen als auch für die von Magneten 
auf ein Stromelement, indem V entweder das Potential der Ströme wie in 
(19.) oder das der Magnete wie U in Gleichung (23.) bedeutet. 

9. 
2) Neumann's Formeln. 
Stehen mehrere mit einander fest verbundene Punkte unter dem Ein- 
flüsse von Kräften, so ist zur Bestimmung der Wirkungen erforderlieh, 
Coordinaten zu Hülfe zu nehmen, gegen welche jene Punkte ihre Lage nicht 
ändern. Pur die Stromleitungen s' seien Ä, B\ C die Coordinaten in einem 
solchen Systeme. Bei unserer Untersuchung genügt es, den Anfangspunkt 
{a\ b', c') derselben, so wie die Lage der beiden Axen B', C gegen die ur- 
sprünglichen Coordinatenaxen «/', s' veränderlich anzunehmen und 
X' = a'+A.- 

y' = i'+ B' cos X — G' sin y 
y= c'+£'sinx + C'cosx 
zu setzen. Die Derivirten nach x\ y', s sind resp. denen nach a\ h\ c gleich, 
also wird aus Gleichung (17.) 

dsds' ' \ds\da' ds' ) ds' \r dsöa' ) da' \r dsds' ))' 

die über alle geschlossenen Curven s und s' ausgeführte Integration dieser 
Gleichung ergicbt uns, wenn wir zur Abkürzung 
rjl_ S{rdr ) . 



n 



■idsi'ds' mit Q 



bezeichnen und berücksichtigen, dass auch hier wie bei Gleichung (18.) das 
Integral eines Differentials nach dem Curvenelemente verschwindet, 
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und auf dieselbe Weise würden wir erhalten 



r= - 



de' 

als Componenten der resiUtirenden Mittelkraft, welche die electrischen Ströme 
*', s auf die Leiter s', die die Ströme i' enthalten, ausüben. 

Das Drehungsmomeut der von ids auf i'ds' ausgeübten electrodynamischen 
Kraft ist in Bezug auf die Ä-Axe als Drehungsaxe das Product von A in 
den Abstand des Punktes (Ä\ B\ C) des Elements ds' von der Ä'-Axe d. i. 
in \lB'B'+0'C' und in den Cosinus des von der Geraden r und derjenigen 
Linie eingeschlossenen Winkels, die zur jl'-Axe und zu der Verbindungs- 
linie des Punktes (Ä', 0, 0) mit einem Punkte (Ä\ B', C) des Elements ds' 
normal liegt, d. i. in die Grösse 

är 

\js'B'+eo'.dx' 

Es wird also das Drehungsmomeut, welches wir mit -g—g-rdsds' bezeichnen 
wollen. 



■■ ä.\!B'B'+GV'-~- 



Slß'B'+G'G'.äx ^l 

In Folge der Gleichung (16,) erhalten wir hieraus 

ööS , -, , ., ..^./rdr r 1 dr d(rdr)\ 

-— --J- dsäs = — las .las \ -; — ., . , — ■ — -^ — r^- . - , - ] 
ÖS OS \ o^ OS ÖS rr dy_ osos j 

oder, wenn wir die schon früher gebrauchten identischen Gleichungen 

ÖS \ ds' dy_ ) d-/^ ds ös' ds' ds ö/ 

d n d{rdr )\ ^ 1 dd{rdr) ^7 öjrdr) 

ds' \r dsdy_ ) r dsds'dy ds' dsdy_ 

d n d{rdr )\ _ 1 ddjrdr) ^V d(rdr ) 
dy \r dsds' } r dsds'dy dy dsds' 
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berücksichtigen, 


















ÖSE 

ÖS ÖS' 


j öS V ÖS' 




1 ÖS' 


n 6(rSr 
\r ösöz 


'Y 


özW 


ö(rörn) 
dsds' )\ 




Die über 


säraintliche 


geschlossenen 


Cm 


.■ven ; 


J und s 


aus. 


gedehnte Integi 


ration 


ergiebt, 




















(24'.) 




E ^ 




ö« 













Die Function Q ist ganz unabhängig von den zu Grunde gelegten Coordi- 
natenaxen, also ist das Drehungsmoment in Bezug auf irgend eine gerade 
Linie als Drehungsaxe gleich der Derivirten von Q nach dem zugehörigen 
ßotationswinkel . 

Neu mann hat der von ihm eingeführten Function Q wegen der Eigen- 
schaft, dass ihre Derivirte nach irgend einer Richtung der mit dieser Richtung 
parallelen Componente der resultirenden Kraft abgesehen vom Zeichen gleich 
ist, den Namen Potential gegeben. 



3) Vergleichung eledrodynantischer WirTamgen mit magnetisclien. 
Zufolge des ersten geometrischen Lehrsatzes ist 



setzen wir hierin 



J r dsds' J öNdN' ' 

öi 
/if <*' = y. 

^ -J r dtds' *'" ~J 



itS' ■ 

In dem speciellen Falle, dass die Stromleitungen s' ein mit der negativen 
Seite bis ins Unendliche sich erstreckendes Solenoid bilden, wird nach dem 
dritten geometrischen Satze 
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wenn wir \J(a'-'Jj'+ (&'— t,)'+ (c'— C)' "lit JB und den Werth von V im positiven 

Endpunkte {a', h\ c') des Solcnoids nämlich j'^^dk mit w bezeiciinen. Die 
Componenten der resultirenden Kraft, welche die Ströme *, s anf das positive 
Ende des Solenoids ausüben, sind daher 



X = -^ = - 



dQ _ i'L' dv 
G' da' 
y _ _öq_ ^^ 

eb' ~ G' dh' 
y dQ_ _ i'L' dv 

de' G' de' ' 

also nach Gauss «Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus« Art. 37. 38*) 
ganz dieselben wie die Componenten der Kraft, mit welcher die Ströme t, s 
auf ein im Punkte a', h\ c befindliches nordmagnetisches Fluidum von ent- 
sprechender Grösse 



wirken würden. 

Die Flächen l und A' wollen wir uns jetzt so mit magnetischem Fluidum 
belegt denken, dass sich auf der positiven Seite des Elements dk in der un- 
endlich kleinen Entfernung +e das nordmagnetische Theilchen +m und auf 
der negativen Seite in eben so grosser Entfernung — s das südmagnetische 
Theilchen —m befindet. Es besitzt ebenso dX in den unendlich kleinen Ent- 
fernungen + e' und — e' die magnetischen Fluida +»»' und —m'. Bezeichnen 
P+t' ?-e' ^^^ Abstände der +m\ —m von +m und p~^,, p^J. die Abstände der 
+ m', —tn' von — w, ferner q die von einem Punkte des Elements dk nach 
einem des dX in positiver Richtung gezogene Gerade, ?,'/], C die Coordinaten 
eines Punktes in dk und 

r^' = &' + B' COS X — i^' sin x 
C = c'+B'sinx + r'c09x 

die Coordinaten eines Punktes in dX, dann ist die der a'-Axe parallele Com- 



*) [Gauss' Werke, Ed. V, S. 170.] 
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poneiite der von +m und —m auf +»*' ausgeübten Kraft gleich 

d. i. 

da' \qX^,j da \q^%} 

oder 

.-Öl 1 1 \ 

= Mim -r-r -TT,- 1.A- 

Da. +e mit +dN gleichgerichtet ist, wird die Componcnte, wenn wir 
mit p^j, die Entfernung des Theilchens +m' von einem Punkte in dX be- 
zeichnen, auch gleich 

Ebenso ergiebt sich die Componente der von +m und —m auf —m ausgeübten 
Kraft gleich 

+ m- — m' dptl- —m-—m' öpl^ 
9ll'&te öö' pIe'PI^ da' 

da \ SN I 

Daher wirkt der an dl geknüpfte Magnetismus auf den bei d^ mit einer 
Kraft, deren eine Componente 

oder, weil + s' unendlich klein und mit +dN' gleichgerichtet ist, 



da \ ÖNÖN'} 

zum Maasse hat. 

Setzen wir 2em = fidX, Ss'm' — n'dl' so wird die Componente der Summe 
der resultirenden Kräfte, welche die magnetischen Flächen A auf die mag- 
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netisclien Flächen A' ausüben, zu; 

(25,) 

Durch dieselben Betrachtungen würden wir das resultirende Drehungs- 
moment für die fest mit einander verbundenen Flachen A' in Bezug auf die 
Axe A' als Drehungsaxe gleich 

erhalten. 

Sind (t und ^' für sämmtliche Punkte einer einzelnen Fläche constant, 

so genügt -^ der für tp in Art. 3 vorausgesetzten Differentialgleichung (1.), 

und da die Flächen X mit den X' keinen Punkt gemeinschaftlich haben, wird 

o nicht zu Null, also ist -^ so wie dessen zweite Derivirten immer endlich. 

c / 

Der Lehrsatz in Art. 3 gilt demnach auch für cp = i^^, dabei wird im Curven- 

integral 9 = -^, also ist 



J r ÖS ös' 



Berücksichtigen wir diese Relation, so ergiebt uns die Vergleichung der 
Ausdrücke für die Componenten in (25.) mit denen in (24.) Ampere' s 
Satz, dass die electrodynamische Wechselwirkung zwischen geschlossenen 
Strömen gleich ist der Wechselwirkung zwischen den auf eine bestimmte 
Weise mit magnetischem Fluidum belegten Flächen, die von den geschlosse- 
nen Bahnen der Ströme begrenzt werden. 



Lehrsatz über die Induction. 
Aus der Gleichung (13.) 



I 1 dr dr ds / dr div dr dw'\ 
[ rr 6s ds' dt \dii} dt dw' dt j 



'.sds' = 8 — dsä, 



2 dr ds / ddr dw ddr 
r ds' dt \ ds dw dt ds div' 


dw' 


dt 


1 dr dr das 




r ds ds' df ' 
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die von Neumann in § 5 seiner zweiten Abhandlung (1847) aufgestellt ist, 
wollen wir dessen Theorem der Induction electrischer Ströme herleiten, indem 
wir die Glieder der Gleichung so zusammenstellen, dass sie als Derivirten 
nach den Stromelementen und nach der Zeit erscheinen. 
Zur Abkürzung setzen wir 



ddq 
ds ds' ' 



(13«.) 





cc \dw dt dl ^ 


öl- 

ÖMJ' 


dw' 
dt 


*1 


= , 




1 d(rdr) ^ee\ 
r ÖS ös' cc 


/ öör 
[Ssds' 


r-h 


1 dr 
r ÖS 


dr- 
ÖS', 


CG 


aar dds Bd 
dsds' df ~ ÖS ÖS 


^[ 'cc^ 


il.äs\ 
dFj 


= 


xs obiger Gleichung 










ddE 
dsös' 


1 öj- ör 
rr ds ÖS 


2 öl- 
r ÖS' 


ö» 

■ö7+*- 


die 



Die Definitionsgleichung für ^^ ergiebt: 

dw 



\ S-r 


1 8r dr 
rr ÖS ö7 


öl- 1 dr 

lia^V öS' 


ööi- 1 öl- aar 
ösöMi ' r ÖS as'öiü 


1 ds ds'ö«. 


1 ÖV 


1 öl- öt- 
r.- ÖS ÖS' 


öl- 1 öi- 
ö»'" "*" 1- ÖS' 


ööi- 1 öl- der 
dsdic' ' r ÖS ös'öw' 


i ÖS ds'div' 



multipliciren wir die erste dieser beiden Gleichunaen mit -sr-inri <iiß andere 

dw' ds 
mit -TT "^) addiren dann beide und führen u ein, so entsteht: 



ö^ dw ds , ö^i dw' ds ööm 1 dr dr 
dw dt dt dw' dt dt ös ös' rr as ds' ' 


1 dr du 1 
""'' r ö7 ÖS ^T 


öl- Öll 
öS ds" 


also ist wegen der identischen Gleicliung 






d ( ds\ dds dp ds" dp ds ds' dp dw ds dp 


dw' ds 
dt dt 


auch 






f! / iJs\ 1 öl- öl- 1 öl- öii 1 öl- öii 
dt \f dt! rr ös ös' " i- ös' ös "'' i- ös ös' ^'' 


dds ÖÖM dp 
de + dsds' ^ ds 


ds' dp ds ds' 
df * ds' dt dt 
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Sabtrahiren wir diese Gleichung von (13*.)) ^^ erhalten wir: 

ddE d I ds\ 1 dr du 1 dr du ddq ödu dp äs' dp äs ds' 

dsds' ~ ät\ ätj r ds' ös r ds ös' dsds~ dsds~ ds dt' ds' 'dt dt 

oder 

ddE __ d_/ ds\_ dd_ 1 dr^ 

dsds' ~ dt r dtj ~dsds' ^'^ "•" ^*' "•" »^" 67 "ä7 7 ö7 äs- ' 

oder endlich, da 



1 dr du 1 dr du 
r ös' ds r ds ds' 



(24 



dsds' dt r dtj dsds' ^^ ' ös ^ dt' r ds' , 

Multipliciren wir die Glieder dieser Gleichung mit dsds' und integriren 
über sämmtliche Curven, so verschwinden die Integrale der Diiferential- 
qnotienten nach den Stromelementen, weil die Functionen, deren Derivirten 
nach den Stromelementen in dieser Gleichung auftreten, stetig und einwerthig 
sind. Die von den electrischen Strömen i, s auf die Stromleitungen s' aus- 
geübte electromotorische Kraft wird also 

dt ' 
wenn 

V = 2\/2 — 
* c dt 

vF = Ip^-dsds = 18 ^--^^^rdsds 

J dt J CO r dsds dt 

oder 

J r dsds' 
d. h. P gleich dem Werthe von Q für i' = 1 ist. 

Die Grösse / Eät nennt man den Integralwerth der während der Zeit 
von (' bis t" wirkenden electromotorischcn Kraft. Bezeichnen P' und P" 
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die Wertlie der Function P für die Zeitpunkte i^' und t'\ so ist 



r Edt = V f 



^"dF 



ät = i'(P"-P'). 



Diese Gleichung in Worte übertragen giebt den Satz: 

»"Wird ein geschlossenes unverzweigtes leitendes Bogensystem s^ durch 
eine beliebige Verrückung seiner Elemente, aber ohne Aufhebung der 
leitenden Verbindung derselben, in ein anderes sjj von neuer Form und 
Lage übergeführt, und geschieht diese Veränderung von s'^ in s'^ unter dem 
Einflüsse eines electrischen Stromsystems ä'j, welches gleichzeitig durch eine 
beliebige Verrückung seiner Elemente eine Veränderung in Lage, Form und 
Intensität von s, in s erfahrt, so wird der Integralwerth der electromotorischen 
Kräfte, welche auf das leitende Bogensystem in Folge dieser Veränderungen 
ausgeübt worden sind, gleich dem mit der Inductions- Constante v multipli- 
cirten Unterschied der Potentialwerfche Q" und Q' des Stromes S-^^ in Bezug 
auf s'^ und des Stromes s^ in Bezug auf s[, wenn s^ und s'^ von der Strom- 
einheit durchströmt gedacht werden«. 

Neumann's allgemeines Princip der mathematischen Theorie inducirter 
electrischer Ströme bildet die Vereinigung dieses Satzes mit dem Ohm'schen, 
nach welchem der Integralwerth des in einem unverzweigten geschlossenen 
Leiter, worin der Widerstand sich nicht ändert, während einer bestimmten 
Zeit inducirten Stromes gleich ist dem Integralwerth der electromotorischen 
Kraft multiplicirt in einen Leitungscoefficienten , der nur von der chemischen 
Beschaffenheit, den Querschnitten und der ganzen Länge des Leiters, aber 
nicht von dessen sonstiger Form abhängt. 
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[HANDSCHRIFTLICHE BEMERKUNG.] 



[Ernst Schering Lat in sein Hand-E^cemplar der vorstehenden Preissciirift zum Art. II die 
folgenden Gleichungen eingetragen, durrh welche die im Art. 11 durchgeführte Umformung des Ausdrucke» 
für die electromotorische Eraft heträchtlict vereinfacht wird :] 



/ 6p 9{i dds . ds d-u! dg 6dQ ,n^s ävs' dg ddg \ 
['dsWW^ WW WdJdw"^ W^W dsdu'f 



1 + 2-=^ "^^^- 
■ dt dt ds- ■ 

' dg dg ds 



O — qg ee'/dQ dw 8q äw-\ ds 
CG \Bw dt '^ dw' dt I dt 

es da' dt ds \ ' dt 8s' j ös' T ' dt ds I 
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ZUR MATHEMATISCHEN THEORIE 
ELECTRISCHBR STRÖME. 



[Poggeadörff's Annalen der Pliysik und Chemie. Bd, 10-):, S, 266—279. 1858 Juli,] 



Die mathematische Theorie electrischer Ströme ist In diesen Annalen 
schon häufiger erörtert und namentlich sind die von Weber und Neumann 
darüber erschienenen Untersuchungen im Auszüge mitgetheilt worden. Die 
unter obigem Titel gedruckte Abhandlung, welche von der philosophischen 
Facultät in Göttingen im Jahre 1857 den Preis erhalten, steht mit den er- 
wähnten Untersuchungen im engsten Zusammenhang, wie aus folgender kurzer 
Übersicht der Resultate ersehen werden wird. 

§ t- 

Es ist in diesen Annalen Bd. 3i, S. 483. [1834] von Lenz über die von 
Faraday entdeckte Volta-Induction zuerst folgende Erfahrungsregel aufgestellt 
worden: in einem metallischeji Leiter, der sich in der Nahe eines galvanischen 
Stromes oder eines Magneten bewegt, entsteht ein Strom, der eine solche 
Richtung hat, dass er in dem Drahte, wenn dieser in lluhe wäre, vermöge 
der Einwirkung des anderen galvanischen Stromes oder des Magneten eine 
gerade entgegengesetzte Bewegung hervorbringen würde, wofern man denselben 
nur in der Eichtung der ertheilten Bewegung und der entgegengesetzten be- 
weglich voraussetzt. 
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§ 2- 

Dieser Erfahrungsregel hat N e u m a n n noch als Ergänzung den Satz 
beigefügt: 

dass die Intensität der momentanen Indactiou proportional ist der Ge- 
schwindigkeit, mit welcher der Leiter bewegt wird. 

§ 3. 

Sodann hat Nenmann, anf diese beiden Sätze gestützt, in den Ab- 
handlungen der Berliner Akademie vom Jahre 184 5 folgendes allgemeine 
Inductions-Gesetz aufgestellt; 

Die in einem Elemente des bewegten Drahtes (als Leiter) inducirte 
electromotorische Kraft ist gleich einer Constanten e, multiplicirt mit der 
Geschwindigkeit des Elements und mit der nach der negativen Richtung der 
Bewegung zerlegten (durch Ampere's Formel gegebenen electrodynamischen) 
"Wirkung des inducirenden Stromes auf das Element, dieses durchströmt ge- 
dacht von einem positiven Strome mit der Intensität = 1. 

§ 4. 

Dieses Neumann'scho Gesetz genügt nun zur vollständigen Bestimmung 
jeder durch Ortsveränderung des Leiters oder des inducirenden Stromes 
hervorgebrachten Induetion , da solche nur von den relativen Ortsänderungen 
der Elemente des Leiters und des Stromes abhängt; nmfasst aber noch nicht 
die Bestimmung der durch eine Stromänderung hervorgebrachten Induetion. 

Aus diesem Gesetze ergiebt sich für die auf den inducirten Leiter aus- 
geübte electromotorisehe Kraft folgender analytische Ausdruck: 

. , ds äs' Idr dr^ ddr \ / ör dw dr dw"\ 

rr \ds äs' dsds')\dtv dt dw' dt)' 

worin s und s' die Curven bezeichnen, welche der inducirende Strom und 
der Leiter bilden, ds und ds' ihre Elemente, und r die Länge der von einem 
Punkte des ds nach einem Punkte des ds' in positiver Richtung gezogenen 
Geraden. Es ist i die mit der magnetischen Krafteinheit gemessene Intensität 
des inducirenden Stromes und zwar positiv oder negativ genommen, je nach- 
dem die Richtung der Bewegung der positiven Electricität des Stromes mit 
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der Richtung, in welcher ds positiv vorausgesetzt war, übereinstimmt oder 
ihr entgegengesetzt ist. Bei den Ortsveränderungen des Stromes durchlaufen 
die einzelnen Paukte der Curve s Bahnen von verschiedener Länge. Die mit 
der Zeit t veränderliche Grösse w soll von jeder Bahnlänge auf eine besondere 
"Weise abhängig gedacht werden und zwar so, dass w zu einer und derselben 
Zeit für alle Pimkte des Stromes einen gleichen Werth hat. In entsprechender 
Beziehung wie w zu s steht w' zu s'. Es sind also -^ und -=- constant für 
alle Punkte der Curven s und s'; im Allgemeinen unterscheiden sie sich von 
den Geschwindigkeiten, mit welchen sich diese Punkte bei den Ortsverände- 
rungen des Stromträgers und des Leitungsdrahtes bewegen. Sie können diesen 
Geschwindigkeiten nur danu gleich sein, wenn die Curven s und s' parallel 
zu sich selbst fortgeschoben werden. 

Zur Bestimmung der durch eine Stromänderung hervorgebrachten 
Indaction hat aber Neumann folgendes Gesetz aufgestellt: erhält in einem 

Stromelemente ids die Stromstärke i während der Zeit dt einen Zuwachs -^dt, 

dt ' 

so wird dadurch in dem Elemente ds' eines geschlossenen Leiterumgangs s, 
eine electromotorische Kraft erregt, die den Werth 

,, ds ds' ,T -, .X di 

— mt cos (ds, öS ) -TT 

r ^ ^ ' dt 

hat, wenn man mit cos (t/s, tfe') den Cosinus desjenigen Winkels bezeichnet, 
welchen die Richtungen der Elemente ds und ds' mit einander bilden. 

§ 6. 
Aus der Vereinigung der beiden in § 4 und § 5 angeführten Gesetze 
hat endlich N e u m a n n sein allgemeines Princip der mathematischen Theorie 
inducirter electrischer Ströme abgeleitet, welches er in den Abhandlungen 
der Berliner Akademie vom Jahre 1847 folgendermassen ausspricht: 

wird ein geschlossenes, un verzweigtes, leitendes Bogensystem A^ durch 
eine beliebige Verrückung seiner Elemente, aber ohne Aufhebung der 
leitenden Verbindung derselben, in ein anderes A^ von neuer Form und 
Lage übergeführt, und geschieht diese Veränderung von A^ in A^^ unter 
dem Einfluss eines electrischen Stromsystems 5 , welches gleichzeitig durch 
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eine beliebige Verrückung seiner Elemente eine Veränderung in Lage, 

Form und Intensität von B^ in B^^ erfährt, so ist die Summe der electro- 

motorischen Kräfte, welche in dem leitenden Bogensystem durch diese 

Veränderungen inducirt worden sind, gleich dem mit der Inductions-Con- 

staute e multiplicirten unterschied der Potentialwerthe des Stromes B^^ in 

Bezug auf A^_ und des Stromes B^ in Bezug auf A^, wenn A^^ und A^ von 

der Stromeinheit durchströmt gedacht werden. 

Es ist der Potential wer th eines in der Bahn s befindlichen Stromes von 

der Intensität i in Bezug auf einen in s' laufenden Strom von der Intensität 

i' das über beide Curven s und s' ausgedehnte Doppelintegral 

— / —■ cos ißs , äs') i d$ i'ds. 

§ '• 

Nun war aber von Weber in seinen electrodynamischen Maassbestimmungen 
[1846] folgendes Grundgesetz der electrischen Wirkungen aufgestellt worden, 
worin auch die electrischen Inductionsgesetze mit enthalten sein müssen, 
nämlich das Gesetz, wonach zwei electrische Massen e und e\ die jede in 
einem Punkte vereinigt sind, auf einander eine abstossende Kraft ausüben, 
deren Maass 

rr\ cc (?i' cc dt" j 

ist, wenn man mit )■ den Abstand der beiden Massen von einander und mit 

c die Geschwindigkeit 

.r.r..~^ .„„Millimeter , ■ , ^ 

439450.10'— Q j — bezeichnet. 

bec finde 

Das Maass der electrischen Massen (e und e) ist diejenige electrische 
Masse, welche auf eine gleich grosse in der Entfernung von einem Millimeter 
ruhende electrische Masse die Einheit der Kraft ausübt, d. i. diejenige Kraft, 
vermöge welcher ein die electrische Masse fest einschliessender Körper von 
der ponderabeln Masseneinheit (Milligramm) in einer Secunde die Einheit 
der Geschwindigkeit erhält. 

In bekannten Zeichen kann hiernach die Einheit der Kraft durch 
._.,,. MiEimeter 
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dargestellt werden, und also ist, wenn E die Kinheit der clectiischen Masse 
bezeichnet 

„ MüLigramm . Mil limeter' 

Seeande*' 

Nach mechanischen Begriffen wird hieraus die Einheit der Stromintensität 
abgeleitet 

IE Millimeter (/Milligramm. Millimeter' 

Millimeter Secnnde ^ Secunde* ' 

wodurch ausgedrückt wird, dass die Stromeinheit stattfinde, wenn in jedem 
Millimeter des Leiters die Einheit der electrischen Masse E enthalten ist 
und mit der Einheit der Geschwindigkeit (~ -^^^^} bewegt wird. 

Bezeichnet i die auf bekannte Weise aus den magnetischen Wirkungen 
gefundene Intensität eines Stromes, so ist 



: 2\/2 



- e ds 
c dt ' 






wenn --57- die Geschwindigkeit der Electricitäten des Stromes und e die in 
jeder Längeneinheit des Leiters enthaltene Zahl von Einheiten der electrischen 
Masse, und c oder -■ eine gegebene constante Geschwindigkeit bedeutet, 
nämlich 

165370. 10- ^"™''*™ 



Secunde ' 2\J2 ' Secnnde 

Diesem Ausdrucke der Stromintensität liegt aber eine andere Einheit 
als die oben angegebene zu Grunde, nämlich die sogenannte magnetische 
Einheit der Stromintensitäten. Die letztere Einheit unterscheidet sich von 
der ersteren (nach mechanischen Begriffen festgestellten) dadurch, dass die 
Geschwindigkeit, mit welcher die Electricität im Leiter strömt, statt 
nach absolutem Maasse, in Theilen einer in der Natur als constant gegebenen 
Geschwindigkeit (welche nach absolutem Maasse = 155370 .10° - g'™^^^^'^ ge- 
funden worden) ausgedrückt wird. Die letztere Einheit ist daher 155370.10° 
Mal grösser als die erstere. 

§ s. 

Um nun das in § 6 angeführte allgemeine Princip aus dem in § 7 ange- 
führten Grundgesetze zu beweisen, hat Neumann letzteres auf die in der 
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Bahn ds sich bewegenden Electricitäten +e(?s und —eds, die den galvaiiischen 
Strom mit der Intensität 



und der Intensitätsänderung 



äi 



bilden, und auf die in der Leitung ds' befindlichen ruhenden oder bewegten 
Electricitäten +c'(fe' und —e'ds' angewendet und daraus für die electromoto- 
rische Kraft, welche die positive Electricitat -he' und die negative — e' von 
einander zu scheiden, und zwar erstere in der Richtung des Elements ds, die 
andere in der gerade entgegengesetzten, zu bewegen strebt, folgenden analy- 
tischen Ausdruck abgeleitet: 

„ce' (isös'j/ ddr dr 6r\ dm dr ds (^ ddr dr dr \ dw' dr ds dr ßr das 
CG rr \\ dsdw ds öw) dt ds' dt \ dsdw' ds dw' j dt ds' dt ds ds' df 

Für die Fälle, in welchen die einzelnen Theile des inducirenden Stromes 
entweder nur eine Änderung der Intensität i, oder des Ortes seines Trägers 
s, oder die Theile des Leiters s' eine Orts- und Gestalts -Änderung erleiden, 
ist von jenem allgemeinen Ausdruck für die Elementarinduction das dreifache 
Integral nach ds, ds' und dt auf ein zweifaches ds und ds' zurückgeführt und 
also für diese Fälle das allgemeine Princip aus dem Grundgesetze bewiesen. 
Doch fehlte es noch an einem allgemeinen Beweise, welcher die hierunter 
nicht begriffenen Fälle mit umfasste. 

§ 9- 
Der vollständige Beweis des Keumann'sclien Princips (§ 6) aus dem 
Weber'schen Grundgesetze (§ 7) bildete den Gegenstand einer im Jahre 
1856 von der Göttinger philosophischen Facultät gestellten Preisaufgabe, 
welche durch die unter obigem Titel erschienene Abhandlung gelöst worden 
ist. Diese Lösung besteht aber im Wesentlichen darin, dass der aus dem 
Grundgesetze für die elementare electromotorische Kraft abgeleitete Aus- 
druck (§ 8), nach Weglassen des Factors dtdsds' und nach Einführung der 
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[dw dt dt '^ dw' dt dt) 



ee' 1 ö(rö*-) 
cc r dsds' 



dds 
^~df '' 



ä l ds\ dd . , ö / ds' 



--^[P-. 



gebracht wird*). Diese besitzt gegen die obige den Vorzug, dass derjenige 
Theil, von welchem das Potential abhängt, als Derivirte nach der Zeit auf- 
tritt, und alle übrigen Theile als Derivirte nach den Curveneleraenten er- 
scheinen, so dass für jedes Glied wenigstens eine Integration allgemein aus- 
geführt werden kann. 

Den Integralwerth der während der Zeit von (' bis t" von dem ganzen 
Strome i, s auf den geschlossenen Leiter s' ausgeübten electromotorischea 
Kraft erhält man aus dieser l'ormel durch Multiplieation mit dsds'dt und 
darnach ausgeführter dreifacher Integration. Nur das erste Glied, die Deri- 
virte nach der Zeit, ergiebt einen im Allgemeinen von Null verschiedenen 
"VVerth, da die übrigen Glieder Derivirte nach den Curvenelementen sind, 
deren Integrale ausgedehnt über die ganzen geschlossenen Curven verschwinden. 
Bezeichnet man mit P' den Werth des Integrals 



-ß 



ao3{ds, äs')idsds' 



für die zur Zeit t' stattfindende gegenseitige Lage der Curven s und s und 
die gleichzeitige Intensität «, und mit P" den entsprechenden Werth für die 
Zeit t" und setzt 



*) Der aus dem Neumann'schen luduotionsgesetzelaligeleitefe Ausdruck fiin § 4) für die duroii 
OrtSTeräuderaugen iiervorgebraclite elemeatare Iniiuctioii wird nath eiuer ähnlichen Umformung zu : 

dt\^ dt) dsös' esY'~dt''^ r ds-) ds' [^ dt lit "^ r 6s)' 
wenn man die Constanten i, e auf die oben angegebene Weise durch -j-, e, e', c ersetzt. 
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SO ergicbt sich der genannte Integralwerth der electromotorischen Kraft gleich 

sP'-eP". 
Dieser Ausdruck enthält das oben in § 6 angeführte Neumann'sche Princip 
der mathematischen Theorie inducirter electrischer Ströme. 

§ 10- 
Aus diesem Lehrsatze leuchtet die Wichtigkeit ein, welche die darin 
auftretende, von Neumann zuerst in die Electrodynamik eingeführte Po- 
tentialfunction besitzt. Sie gewährt der Analysis, die diesen Zweig der 
mathematischen Physik zum Gegenstand hat, eine grössere Durchsichtigkeit, 
als ohne die Benutzung dieser Function erreichbar ist. Um die Wichtigkeit 
dieser Po tentialfunction noch mehr ins Licht zu stellen, ist nun ferner 
in vorliegender Abhandlung noch gezeigt worden, wie sich dieselbe Poten- 
tialfunction benutzen lasse, um auch die übrigen von Ampere schon 
früher aufgestellten, so wie die hieraus wieder von Neumann abgeleiteten 
electrodynamischen Gesetze unmittelbar aus dem AVeber'schen Grundgesetze 
(§ 7) zu beweisen. 

§ 11- 

Zunächst ist der von Ampere aufgestellte Ausdruck für die von zwei 
Stromelementen ids und i'ds' mit constanten oder veränderlichen Intensitäten 
auf ihre Träger gegenseitig ausgeübten Abstossungskraft : 

-— — ds ds'[2 cos e — 3 cos 6 cos 0') 

hergeleitet. Als Maass der Intensität liegt hierbei die von den magnetischen 
Wirkungen entnommene Krafteinheit zu Grunde. Es bedeutet s den von 
den Eiehtungen der Elemente ds und äs' eingeschlossenen Winkel, 6 und 9' 
diejenigen Winkel, welche die von einem Punkte in ds nach einem Punkte 
in ds' in positiver Richtung genommene Gerade r mit den Stromelementen 
ds und ds' bildet. 

§ 12. 

Eür eben dieselbe Kraft ist dann der Ausdruck 

— ir7s i'iTfi' Ir i — -^ 1 
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aufgestellt, der sich besonders zur Grundlage der weiteren Untersueliungen 
eignet. Nennt man x die eine der rechtwinkeligen Coordinaten eines in ds' 
befindlichen Punktes, so erhält man durch Multiplication jenes Ausdrucks in 
-^ für die zur 3;'-Axe parallele Componente der Kraft, mit welcher das 
Stromelement ids auf ids' wirkt, die Pormel 

j ÖS \ ös' Qx' ] ds' \r dsdx' J dx' \r dsds' j\ 

Diese Formel giebt aber auch das Maass des Drehungsmoments derselben 
Kraft in Bezug auf irgend eine Axe als Drehungsaxe, wenn mau x' den 
"Winkel bedeuten lässt, weicher der Drehungsaxe zugehört. 

§ 13. 

Ampere giebt in seinem »Memoire sur la thdorie mathematique des 
phenomenes electrodynamiques«*) als Maass der zur x-Axe parallelen Com- 
ponente der von dem Gesammtstrom *, s auf i'ds' ausgeübten electrodynami- 
schen Kraft 

..,,,/ fxdii — ydx C zdx — xäs\ 
— lldS (COSft j ^-2 C09J' I s ' 1, 

wobei vorausgesetzt ist, dass sich ein Punkt von ds' im Anfangspunkte der 
Coordinaten befindet. Es bezeichnen (t und v die Winkel, welche ds' mit der 
p- und ^-Axe bildet, x,y,s die rechtwinkeligen Coordinaten eines Punktes 
in ds, die Elemente dx, dy, ds die Projectionen von ds auf die entsprechenden 
Axen, Durch Integration nach ds wird dieser besonders für numerische Be- 
rechnungen geeignete Ausdruck aus dem vorhergehenden (§ 12) erhalten. 

§ 14. 

Jener Ausdruck (§ 1 2) für die Componente dient auch zum Beweise von 

Neumann's Satz**), dass die gesammte zwischen i, s und *', s' wirkende 

electrcdynamische Kraft als Maass der Componente in irgend einer Richtung 

die nach dieser Richtung genommene Derivirte des negativen Werthes des 



*) Mömoires de l'Acad^mie des seiences de rinsitifut de France. Annee 1823, p, 214. 
**) Äninerkung zur Abhanfflung : Über ein allgemeines Princip , . , , AbLandl, der Berl. Aka- 
. 1847. 
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Potentials 

— f —Qoa{ds,ds')]idsi'ds' 

hat. Auf ähnliche Art ergiebt sich das Drehungsmoment dieser Kraft gleich 
der negativen Derivirten des Potentials nach dem Winkel, welcher der 
E-otationsaxe des Drehnngsmomentes entspricht. 



Um die Lehrsätze, die die Wechselwirkungen zwischen Magneten und 
galvanischen Strömen betreffen, zu beweisen, sind in der Abhandlung einige 
geometrische Hüifssätze gebraucht , von welchen hier nur die angeführt werden 
sollen, die zur Erläuterung der Lehrsätze selbst beitragen. 

Es bezeichnen A und / zwei stetig gekrümmte Elächen, die resp. von 
den beiden in sich geschlossenen Curven s und s' ganz begrenzt werden und 
die keinen Punkt gemeinschaftlich haben. Es seien dl, dx.' Elemente der 
Flächen, |,7j,C, §"? ^'i C rechtwinkelige Cootdinaten zweier Punkte, die resp. 
in der Nähe von den Elementen dX und dl' liegen. Von diesen Flächen- 
theilchen werden nach einer bestimmten Seite Normalen errichtet und deren 
unendlich kleinen Abschnitte, die den Flächen zunächst liegen, gleich dN 
und dN' gesetzt. Diese Seite der Fläche, nach welcher die Normalen ge- 
richtet sind, heisse die positive Seite: sie lässt sich auf folgende Art be- 
stimmen. Denkt man sich z. B. die Fläche A auf das von dem Aequatorkreise 
begrenzte Stück Ebene in der Weise ausgebreitet, dass die Elemente ds der 
Curve s, die ganz In die Kreislinie fällt, positiv von West nach Ost gerichtet 
sind, so ist die nach Norden zugewandte Seite der Fläche die positive, die 
nach Süden die negative. Bezeichnet p den Abstand des Punktes (|', vj', C) 
von (I , Tj , C) , so gelten für p die Differentialgleichungen 

aö- öö- dö- 

A^ ;jl ^1 ^1 =1 ^1 

ö— ö— ö— ö— ö— ö — 

p _ e _±. — ?_ g 9. 
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und deshalb ist 



r 9 fi 



worin das doppelte Flächenintegral über die ganzen X ^^nd A' und das doppelte 
Curvenintegral über die ganzen geschlossenen Curven s und s' auszudehnen sind, 
Nach dem anderen Hülfssatze ergiebt sich für den körperlichen Winkel, 
der von den, aus einem Punkte o an die Punkte einer Curve s gezogenen, 
Geraden gebildet wird, das Maass, welches als das, von dem genannten 
Kegel aus der Kugel mit dem Radius 1 und dem Punkte o als Mittelpunkt 
abgetrennten, Fläehenstück definirt ist, gleich 



/ 



dl. 



Die beiden hier noch zu erwähnenden T/ehrsatze hat schon Ampere 
aufgestellt; der eine betrifft ein Solenoid. Mit diesem Namen belegt Am- 
pere ein System von unendlich kleinen geschlossenen Curven s, die gleich 
grosse ebene Flächen L begrenzen, und die so angeordnet sind, dass es eine 
stetige Linie e/ giebt, welche mit jeder Fläche L einen Punkt gemeinschaft- 
lich hat, an dieser Stelle mit der positiven Normale N dieser Fläche gleich 
gerichtet ist und durch je zwei benachbarte Flächen L in gleich lange aber 
unendlich kurze Abschnitte G getheilt wird. Dasjenige Ende des Solenoids, 
bei dem die Linie ff anfängt, also die negative Seite der ersten Fläche L 
nach aussen gekehrt ist, heisst das negative Ende, das andere, bei dem ff 
aufhört und die letzte Fläche X ihre positive Seite nach aussen kehrt, das 
positive Ende. Ein electrodynamisches Solenoid ist ein Solenoid, dessen 
einzelne Curven von galvanischen Strömen mit gleichen Intensitäten i durch- 
laufen werden und zwar in derselben Richtung, in welcher die Curven- 
elemente ds positiv angenommen waren. 

Der eine Lehrsatz lautet : die von dem Strome i\ s' auf das , mit dem 
negativen Ende sich ins Unendliche erstreckende, electrodynamische Solenoid 
ausgeübte Kraft ist gleich derjenigen, mit welcher derselbe Strom i', s' auf 
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ein an der Stelle des positiven Endes des Solenoids befindliches nordmagne- 
tisches Theüchen fi = ~ wirken würde. Nach Gauss «Allgemeine Theorie 
des Erdmagnetismus« Art. 37 und 38 ist das Potential dieser Kräfte das 
Product von jii' in den körperlichen Winkel, dessen Spitze in einem Punkte 
des magnetischen Theilehens liegt, und der von den, aus diesem Punkte an 
die Punkte der Curve s' gezogenen. Geraden gebildet wird. 

Der andere Lehrsatz sagt aus, dass die Wechselwirkung zwischen zwei 
galvanischen Strömen i, s und i', s' gleich ist der Wechselwirkung zwischen 
den beiden von den Curven s,s' begrenzten und auf solche Weise mit mag- 
netischem Fluidum belegten Flächen l und l', dass sich auf der positiven 
Seite der Flächen eine dünne Schicht nordmagnetisches Fluidum und auf der 
negativen eine Schicht südmagnetisches Fluidum befindet, welche beide zu- 
sammen den Elementen dk und dX' resp. die magnetischen Momente jidl =^ idl 
und y!dX = i'dk' ertheilen. Der Beweis stützt sich auf die durch den ersten 
Hülfasatz {§ 15) gegebene Gleichung: 



-J 7 cos {äs, äs') iäs i'ds' = J -^^^ ttäX ^'äi.', 



deren erstes Glied das Potential des einen Stromes i, s in Bezug auf 
den anderen i', s' und dessen zweites Glied das Potential der beiden mag- 
netischen Flächen /^, X und ii, X' in Bezug auf einander bedeutet. Aus dem- 
selben Hülfssatze folgt auch , dass das Potential von einem Magneten in 
Bezug auf einen galvanischen Strom z, s, von welchem unter anderen auch 
die Fläche X begrenzt wird, gleich 

ist, wenn V das Potential des Magneten in Bezug auf einen in dX befind- 
lichen Punkt bedeutet. 
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III. 

ÜBER DIE CONFORME ABBILDUNG DES ELLIPS0ID8 
AUF DER EBENE. 



Eiim von der pliilosopliisclien Facultiit der Georgia Augusta am 4. Juni 1858 gekröcte Preiseclirift. *> 



Die von der philosophischen Facultät der G-eorg^a Anguata am 13. Juni 1857 
Aufgabe**) lautet: 

»Secundum theoriam, quae clarissimo Gaussio debetur, problema superficiem ita in alia super- 
fieie depiugendi, ut partes minimae aiuiilitudinem servent, ad integrationem binarum aequalio- 
num differentialium binis superficiebus respoadentium reducitur. Quai-nm altera si plana est, 
integratio ad eam apectans nulli obnoxia est diffleultati. Diveraa e.=!t ratio alterius superficiei, 
si foimam habet sphaeroidicam. elHpticam asesque sunt inaequales. Integratio aecfuationis ad 
haue pertinentis rnagnis quidem premltur difficultatibus , sed possunt removeri, si coordinatae 
quae voeantur ellipticae adhibentur, ut indicavit 111. Jacohi (Moaafsberichte der Berl. Akademie. 
M. April 1839), Postulat igitur ordo philosophoram r 

ut haee integratio eecundum rationem a Jacohio indicatam perfieiatur et solntio problematis 
ellipsoidem in piano depingendi accurate esplicetur,« 

Frtheil der Facultät über die vorlicgonde Abhandlimg : ***) 
Die von der philosophischen Facultät gestellte mathematische Preisfrage, die Abbildung 
des Bllipsoidea auf der Ebene betreffend , sehloss zwei Forderungen ein. Die ei-ste derselben , äie 
AusfÖhmng der Integration nach einer von Jacobi zu diesem Zwecke g'egebenen Andeutung, war 
mit keiner wesentlichen Schwierigkeit verbunden, und sie ist daher bei der Bekanntmachung der 
Fi'age nur als ein erster Schritt bezeichnet worden, dem die sorgfältige Erforschimg der Eigon- 
thftmlichkeiten dieser Art der Abhildnng folgen sollte. 



*) seingegangen am 31. Mära 185Bi [handschriftliclie Bemerkung von Dir iclilet auf dem Manuscript]. 

*"■) [Die Aufgabe ist in den »Nachrichten von der Georg-Augusts-Universität und der 
Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Jahrgang 1857 , S. 140* ab- 
gedruckt.] 

***) [Das Urtheil der Facultät befindet sich in der »Festrede zur akademischen Preisver- 
theilung von Ernst Ourtius, Göttingen 1859, S. 24..] 
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Eine dritte Abhandlung von sehr grossem Umfange und mit der Aufschrift 

Die Geometrie lehrte uns die Elemente der Mcdhesis 

ist gegen die bestehende "Vorschrift in deutscher Sprache verfaast. Wenn die Faeultät ungeachtet 
dieses ümstandes die Abhandlung bei der Preisbe Werbung beiücksichtjgt hat, so ist es in der 
Voraussetzung geschehen, dass der Verfaßser dadm-ch, dass die vorigjährige physikalische Preis- 
scbrift deutsch gedruckt worden ist, za dem Irrthum verleitet worden, als sei der Gebrauch der 
deutschen Sprache hei der Abfassung von Preisschriften ein für alle Mal gestattet. Damit sich 
aber dieser Irrthum nicht weiter verbreite, sieht sieh die Faeultät zxi der Erklärung veranlasst, 
dass filr die Folge Bewei-liimgsachriften , weldie in deutscher oder einer andern neuem Sprache 
verfasst sind, niu- dann zugelassen werden sollen, wenn der Gebrauch dieser Sprachen bei der Be- 
kanntma^hnng der Frage ausdrücklich gestattet worden ist. 

Der Urheber der eben erwähuton, durch ihre Vollständigkeit ausgezeichneten, Abhandlung, 
hat unverkennbar schon eine grosse Fertigkeit in höheren analytischen Untersuchungen erlangt und 
zeigt sicli namentlicli mit der Theorie der elliptischen Functionen sehr vertraut. Die Selbständig- 
keit des Verfassers macht sich schon in den einleitenden Betrachtungen bemerklich, in welchen die 
von Gauss gegebene Zurückfühnmg der Abbild nngsauf gäbe auf eine Frage der Integralrechnung 
nicht nnr auf eine eigeothümliche Weise abgeleitet, sondern auch hinsichtlich ihres Zusammenhangs 
mit den altern Untersuchungen von Lambert und Lagrange mit Einsicht und Sachkenntniss be- 
sprochen wird. Indem sich der Verfasser dann zum besondera Gegenstande der Preisfrage wendet, 
schlägt er einen Weg ein, der als ein etwas künstlicher bezeichnet werden muss. Statt nämlich 
die beiden Integrale, wie sie sich durch die Jacobische Substitution oder hier durch eine gleieh- 
hedeutende geometrische Betrachtung ergeben, zunächst auf die einfachste Form zu bringen und 
dann die elliptischen Functionen einzuführen, hewirkt er diese Einführung gleich zu Anfang d. h. 
ehe die Integrale noch vereinfticht sind. Es ist mit diesem Verfahren, durch welches zwei Ope- 
rationen, die besser getrennt geblieben wären, in eine verschmolzen wei'den, der Nachthejl verbunden, 
dass dabei Substitutionen erforderlich sind, die im voraus nicht motivirt werden und deren Zweck- 
mässigkeit sich erst nach Ausführung aller Eechnungen herausstellt. Aber von diesem Uebelstande 
abgesehen, der das Lesen der Abhandlung wesentlich erschwei't, dem aber durch gewisse Um- 
Btellnngen leicht abzuhelfen sein wüi-de, muss man dem Verfasser das Zeugniss geben, dass er 
durch zweckmässige Benutzung der Eigenschaften der elliptischen Transcendenten und namentlich 
der wichtigen Function, welche Jacobi's Namen trägt, die Lösung des Problems in das richtige 
Licht zu stellen und diese Art der Afcbildung in ihren wichtigsten Eigenthümlichkeiten zu erforschen 
verstanden hat. Nicht minder ist die Sorgfalt anzuerkennen, mit welcher in der Abhandlung für 
alle Grössen, deren Kenntniss bei wirklicher Anwendung dieser Abbildungsweise erforderlich sein 
würde, zur Eechnung geeignete Ausdrücke abgeleitet werden. 

Hiemach ist die Faeultät zu dem Beschlüsse gekommen, der zuletzt besprochenen c 
Abhandlung den Preis zu ertheilen. Zugleich muss die Faeultät bemerken, dass die 
der sie den Preis eitlieilt, ausser den Entwicklungen, welche sich auf die Preisfrage beziehen, 
andere enthält, welche mit dieser nur in sehr entferntem Zusammenhang stehen. Diese der ge- 
stellten Frage fremden Erörterungen wird der Verfasser vor dem Drucke ohne Kaehtheil aus der 
Abhandlung ausscheiden können, um seine Arbeit auf das für die Preisscliriften festgesetzte Maass 
von sechs Bogen au heschrUnken. 
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über eonforme Abbildung der Flächen im Allgemeinen. 

Eine Hache auf einer andern abbilden heisst, ein Gesetz aufstellen, nach 
welchem jedem Punkte der einen l'läehe ein bestimmter Punkt der anderen 
entspricht. Eine conforme Abbildung oder Übertragung nennt man eine 
solche Abbildung, bei welcher die entsprechenden kleinsten Theile der beiden 
Flächen einander ähnlich werden. Die Aufgabe, eine Fläche auf eine andere 
conform zu übertragen, hat Gauss (im dritten Hefte der von Schumacher 
herausgegebenen Astronomischen Abhandlungen. Altona 1825) auf die Auf- 
gabe zurückgebracht, für jede der beiden Flächen solche reelle Functionen 
«,P und q von den Coordinaten der Punkte derselben zu finden, dass das 
Quadrat des Längen elements in dieser Fläche allgemein durch 

ausgedruckt wird. Gebrauchen wir zur Unterscheidung p, q und n nur für 
die eine Fläche , aber P, Q und N in gleicher Bedeutung für die andere und 
bezeichnen die imaginäre Einheit \/iri mit i, so wird jede Abbildung, für 
welche die complexe Grösse P+iQ eine Function der complexen Grosse 
p-'riq ist, eine conforme. Mit dem Worte Function bezeichnet man diejenige 
Abhängigkeit einer veränderlichen Grösse von einer andern, durch welche für 
jeden Werth dieser zweiten Grösse der zugehörige der erstem gegeben ist. 
In dieser Allgemeinheit der Bedeutung gebraucht man das Wort Function, 
wenn die unabhängige Veränderliche reell ist, besonders seit der Zeit, da 
man weiss, dass sich jede von der Veränderlichen abhängige Grösse, wenn 
nur gewisse Stetigkeitsbedingungen erfüllt sind, durch eine Keihe darstellen 
lässt, die nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen der unabhängigen Grösse 
fortschreitet. Wollte man jene grösste Allgemeinheit der Bedeutung für 
Functionen von complexen Grössen beibehalten, so würden diese sich nicht 
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von den übrigen Functionen zweier unabhängigen Grössen unterscheiden, 
deshalb fügt man zu jener Definition noch die Beschränkung hinzu, dass die 
Derivirte der Function unabhängig ist von dem Verhältnisse zwischen den 
Differentialen des reellen und imaginären Theils der unabhängigen Grösse. 

Die sich entsprechenden unendlich kleinen Theile der beiden Flächen 
werden offenbar immer dann ähnlich sein, wenn die aus unendlich kleinen 
Linien gebildeten Dreiecke es sind. Die Aehnliclikeit dieser wird an der 
Proportionalität der homologen Seiten und der Gleichheit des von diesen 
eingeschlossenen Winkels erkannt. 

Bezeichnen wir die Werthe der Functionen |j und q in den Eckpunkten 
eines bestimmten Dreiecks auf der einen Fläche beziehungsweise mit 

P, 5 

ß + dp, q-^dg^ 

p-^Sp, 2 + ^2 

und die Werthe von P und Q in den entsprechenden Punkten der anderen 
Fläche mit 

P + äF, Q + äQ 
F+dP, Q + dQ 

und setzen ^p, Aq, AP, AQ für dp-dp, dq-öq, dP-SP, dQ-öQ, so sind die 
Verhältnisse der Quadrate der homologen Seiten 

n{dp^ + dq') ' n{dp''+dq') n{Ap'+A(f) 

Der Cosinus des von den beiden ersten Seiten eingeschlossenen Winkels wird 
auf der einen Fläche gleich 

V« d p Sjn dp + Sjn dg SJn dg 
\/n {dp" + ^g') Sfnidp' + Sg^) 
oder 



1^ i fäp + idq dp — idq 1_ i/ dp — idq dp + i§q 
2 V dp + idq äp-iäq '^ 2 ^ öp-iöq dp + idq 



[ dp — idq 

und auf der andern Fläche gleich einem ganz ähnlichen aus P und Q ge- 
bildeten Ausdrucke. 
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Ist nun P + iQ eine Function von p-\-iq, so besteht nach der Definition 
der Functionen von coraplexen Grössen zwischen den Derivirten die Beziehung 

dP+i dQ ^ dP + i dQ _ AP+iAQ 
dp + iäq dp + idq ~~ Ap + iAq 

und folglich, da p, g, P, Q reell sind, auch 

dP-i äQ ^ 6F-i dQ ^ AP-JAQ 
dp — idq dp — i ö([ Ap — iAq 

Aus der Vereinigung dieser beiden Eelationen ergiebt sich die Gleichheit 
zwischen den Verhältnissen der homologen Seiten und zwischen den Cosinus 
der von diesen eingeschlossenen Winkel auf den beiden Flächen. 

2. 
Conforme Übertragung der EUipsoidfläche auf der Ebene. 

Das Auffinden von Functionen^, q und n, welche das Quadrat des Längen- 
elements in der Fläche durch 

n (dp'' + d<f) 
darstellen, unterliegt mit wenigen Ausnahmen für jede Fläche besonderen 
Schwierigkeiten. 

Die Punkte, für welche p denselben Werth hat, und welche zugleich 
auf der Fläche liegen, gehören einer Curve an. Den verschiedenen Werthen 
von p entspricht ein System von Curven, die sich, wenn überhaupt, nur in 
einzelnen Punkten begegnen werden. Ein ähnliches System von Curven ent- 
spricht auch den verschiedenen "Werthen von q. Jeder Punkt der Fläche ist 
der Durchschnitt einer Curve des Systems p und einer des Systems q-^ die 
beiden Curven treffen sich offenbar in diesem Punkte unter einem rechten 
Winkel. Dieselbe Eigenschaft besitzen die Curven grössfcer und kleinster 
Krümmung, und auf einigen Flächen wird auch das Längenelement in der 
verlangten Form durch Functionen dargestellt, die constante Werthe für die 
einzelnen Krüramungscurven annehmen. 

In der Ebene kann man für p und q die rechtwinkeligen Coordinatcn 
und für n die Einheit setzen. 

Lambert, der (in seinen nBeiträgen zum Gebrauche der Mathe- 
mathik", 1772 Theil III, S. 105) zuerst die Eigenthümlichkeit einiger Land- 
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und Himmelskarten, dass deren kleinste Theile den entsprechenden auf der 
abgebildeten Kugel ähnlich sind, bemerkt hat, gab dem Ausdrucke des 
Längeneiements auf der Kugel und auf dem Rotationsellipsoide die zav allge- 
meinen Auflösung der in Rede stehenden Aufgabe geeignete Form. 

Lag ränge verallgemeinerte diese für sämmtliche Rotationsllächen* in 
seiner Abhandlung »sur la construction des eartes g^ographiques« 
(Nouveaux Memoires de l'Academie de Berlin, Annee 1779, pg. 161) und 
löste die Aufgabe, jene Flächen auf der Ebene so abzubilden, dass die Ab- 
bildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich ist und dass die 
Meridiancurven und Parallelcurven durch Kreise in der Ebene dargestellt 
werden. Er nahm als Werthe \jn, dp, dq in einem Punkte den Halbmesser 
des durch diesen Punkt gehenden Parallelkreises, das Element des Rotations- 
winkels und das Verhältniss des Elements der Curve eines Meridianschnitts 
zum genannten Halbmesser, das ist das Differential einer Function von diesem 
Halbmesser. Es ist also p constant für die Punkte jeder Meridiancurve, und 
q für die Punkte jedes einzelnen Paralielkreises. Diese beiden Systeme von 
Curven sind aber die der Curven grösster und kleinster Krümmung auf der 
Rotationsfläche. 

Für die Kegelflächen kann als das eine System von Curven, denen con- 
stante Werthe des p oder g entsprechen, das System der von der Spitze des 
Kegels ausgehenden Leitstrahlen angesehen werden. Also auch in diesem 
Falle besitzen die Krümmungscurven die Eigenschaft, dass Functionen, die 
für die Punkte der einen oder anderen Curve unveränderliche Werthe an- 
nehmen, das Längenelement auf der Fläche in der für die Abbildung geeig- 
neten Form darstellen. 

Die Curven kleinster und grösster Krümmung auf dem dreiaxigen Ellip- 
sold hat Monge (»Analyse appliquee«, No. 19) zuerst untersucht und 
gefunden, dass die Projectlonen derselben auf die Ebenen der Hauptaxen 
Ellipsen und Hyperbeln bilden, deren Axen in einem einfachen Zusammen- 
hange mit einander stehen. 

Legendre ("Exercices de calcul integral«, 1811 Tome I, pg, 1 88) 
hat zur Bestimmung der Oberfläche des Ellipsoids diese nach den Krümmungs- 
curven in Elemente getheilt. Er fand als Ausdruck für das Element die 
Differenz zweier Producte, von denen jedes aus zwei Differentialen elliptischer 
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Integrale gebildet wird , die für die Curven der grössten und kleinsten Krüm- 
mung constante Werthe annehmen. Fuhren wir in diese Integrale nach dem 
Satze von Dupin, dass die Gurven" kleinster Krümmung auf dem EUipsoid 
dessen Durchschnitte mit einschaligen confocalen Hyperboloiden und die 
Curven grösster Krümmung die Durchschnitte des Ellipsoids mit confocalen 
zweischaligen Hyperboloiden sind, die grösste reelle Halbaxe t|( eines ein- 
schaligen und die reelle Halbaxe ^ eines zweischaligen confocalen Hyper- 
boloids als unabhängige Veränderliche ein, so wird das Fläch enelement auf 
dem EUipsoid 

worin p und q elliptische Integrale beziehungsweise von f und 4* bedeuten, 
die wir in dem Folgenden noch eingehender zu betrachten haben. 

Mit Zugrundelegung der vonLegendre gebrauchten unabhängigen Ver- 
änderlichen hat J acobi (Monatsberichte der Berliner Akademie, April 1839)*) 
die Differentialgleichung für die geodätische Linie auf dem EUipsoid voll- 
ständig integrirt, indem er sie auf Quadraturen zurückführte; zugleich hat er 
darauf aufmerksam gemacht, dass für diese unabhängigen Veränderlichen die 
von Gauss zur conformen Abbildung aufgestellte Differentialgleichung die 
Variabein getrennt enthält. 

Bei Aufstellung des Ausdrucks für das Längenelement in der EUipsoid- 
fläche folgen wir dem von J acobi in seiner Abhandlung über eine particnläre 
Lösung der für das Potential geltenden Difl'erentialgleichung eingeschlagenen 
Wege. (Crelle's Journal, Band 36, S. 113.)**) 

Wir bezeichnen mit a die grösste Halbaxe des Ellipsoids, mit 

b = Sjaa—yy = \Jaa + aa — ßß 
die mittlere und mit 



C = \/aa^ßß = \^a~aa~yy 
die kleinste Halbaxe, so wird für die rechtwinkeligen Coordinaten x,y^s 
eines Punktes auf der Oberfläche 

(1) —+ " +■ " - = 1. 

^ ' aa aa — yy aa—ßß 

*) [J acobi, Gesammelte Werke, Bd, II, S, 59.] 
*'") [Jacobi, GeBMiimelte Werke, Bd, II, S. 200,] 
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Ein einschaliges Hyperboloid, dessen Hauptschnitte mit denen des Eilipsoida 
dieselben Brennpunkte (j'), (ß) hat, wird durch die Gleichung 

(2.) 



bestimmt, wenn (5 >■ ^ > y ist. 

Für ein zweischaliges confocales Hyperboloid haben wir 



(3.) 



yjf 



und y > tp > . 

Betrachten wir x,y,s als die Coordinaten eines Punktes, durch welchen 
diese drei Flächen gehen, so sind aa, i/^, tpcp die drei Wurzeln <s der Gleichung 

££ + „»_+ "1 = 0. 

c o-j-j. ci-(5/S 

Die erste Seite derselben wird durcli Multiplication mit 5(0— j'j')(o~/3^) zu 

einer ganzen rationalen Function von 0, und da sie für die Werthe «0, t[it}i, cp^ 

verschwindet, so ist 

ll\ "" , 'J'J 1 "^ _i — (a-ag)(o-<f<f)(n-tt) 

^■' , * ,-„^ ,-ßß ,(„_,,)(,_(i;s) 

Hieraus erhält man nach den Formeln für die Zeriallung rationaler Brüche 
in Partialbrüche 

ttd'j'jipA aa , , 

■" = -Wßß = /wf "** 

Die Projectionen eines in der Ellipsoidfläche befindlichen Längenelements 
auf die Coordinatcnaxen sind die Differentiale der rechtwinkeligen Coordi- 
naten, wenn diese nur mit tp und t{j veränderlich gedacht werden. Logarith- 
miren wir die letzten Gleichungen und differentiiren dann, so erhalten wir 
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Diese Werthe in den Ausdruck für das Quadrat des Längeueiements 

ä'j? + dy^ + äs^ 
eingesetzt, ergeben als Factor von d^ä^ 

' ' W?'!"! (?¥-y?')('{"l' -)'?') (??-/5(5)('i''f-jJ^)i' 
der Null ist, wie man sogleich sieht, wenn man die Gleichung des einen 
Hyperboloids von der des andern subtrahirt. Der Factor von <if* wird 



DifFerentiirt man die Gleichung (4.) nach (o) und setzt dann ( 
hält man für den eingeklammerten Ausdruck 



??(?'-?-)'y)(??-(5^) 



der Factor von f?^' wird also 

('P'-p -H('?¥-'!'4') 
(9'?-}'I')(??-(5/3)' 

und auf dieselbe Weise erhält man für den Factor von d^^ 

('}'^"«t^) (1"r'-y'P) 

so dass 

oder 

(6,) dx^ + di/^ + d£^ = nldp' + dq") 

ist, wenn wir mit p, q die durch die Gleichungen 



CO 



11 aa — 9^^ ,,5 



bestimmten elliptischen Integrale bezeichnen und 
setzen. 
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Bedeuten X und Y rechtwinkelige Cooidinaten in der Ebene, so ist das 
Quadrat eines I.ängenelements äX'-i-dY', also wird nach Gauss' Satz für 
die conforme Übertragung der Ellipsoidfläche auf die Ebene 

X + iY=f{p + iq), 

wenn / eine willkürliche Function und jö, q die angegebenen Integrale be- 
zeichnen. 



/urückf ülirung der elliptischen Integrale jo, </ auf die 
Jacobische Function. 

Die Constanten, die in die elliptischen Functionen eingehen, der Modul 
und der Parameter, hängen allein von der Gestalt des EUipsoids ab, also von 
den drei Halbaxen a,b,c, neben welchen wir zur Abkürzung der Formeln 
noch die Excentricitäten a, ß, y der drei Hauptschnitte eingeführt haben. 
Die Ableitung der verschiedenen Gleichungen, die wir zwischen diesen acht 
Constanten aufstellen werden, beruht auf einigen Beziehungen zwischen den 
Halbaxen und Excentricitäten; zur leichteren Einsicht in die folgenden Ent- 
wickelungcn stellen wir sie hier zusammen. 



(8.) 



Um dem Integral 



aa = ii + yy = 
aa = hh— cc = 
((.6 + »/S)(a6^«/i) = 
(hß-aK)ihß + aK) = 
(aJ + 6»){»/J-So) = 
(lß + a,)laß-i«) = 
{bß-aa)(aß + ia) , 
{üß-~hi)[ah-aß) - 
(aß+l«)(ab + aß)- 



cc + ßß 

ßß-n 

(aa + ftK)cc 
ccyy 

yy{ahi-aß) 
rr(ab-uß) 
(aa + «a)ibß^a„) 



{ab-«ß)(bß + aa) = ce(aß + b.) 
(ab + c,ß)(bß~a«) = ec(aß-lc,). 



'fh"'- 



ff) 



■!(??) 



V'-(fT-<'")(?'f 



f'?-yr)ff 
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die gebräuchliche Form der elliptischen Integrale zu geben, führen wir die 
Jacobische Bezeichnungs weise ein und setzen, weil aa^ßß'^yy^Q ist, nach 
§ 9, Tab. III, Bd. I der Fundamenta nova*) 



VoSt<(i = »1 




^^4»=» = f 




W M^ = V(i-"') = A 




(-) ^,^^-['4(4--»)]' 




dadurch wird 




diff.) 




\/-i'f'f-aa)((C'p-ßß)('f-f-yy)f'f 




ih*H 




ymm coslg-rt + amj?] +»» sinl-git + amw] 


A' d&mv 




«ä Vl-^'isi'iam!)'' 




m 




und 




^. .7, l + Asinamy 





(d |5 + 6 a) + (a j5 - ö «) sin am w 

Das Integral p besteht aus dem Integral einer rationalen Function aus einem 
elliptischen Integral der ersten und einem der dritten Art. Dies letztere 
erhält die von Jacobi angewandte Form, wenn man durch die Gleichung 

, . . aß — ha 

(11.) Asmam/i = -h, — ?— 

^ ' aß + ia 

oder 

,,,,, . , ai + aß 

(11.) smam« = — ~— J- 

^ ' ab — aß 

den Parameter h bestimmt. Führen wir neben den Coustanten A, k noch j* 



*) [Jacobi, Gesammelte Werke, Bd. I, S. 68,] 
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durch die Gleichung 



all- 



em, so wird 



(12.) 



^= -x- -r7yr«cosamftiiam/i 
aa = -g ■^(l-A)(l+siiiam/i)(l + Asinam/i) 
Ö& = "ä" ;^ (^ + '^) (^ + siu am h) (1 - A sin am /() 
cc = -^jrAnmh' 



-|ff(i..)(i- 



nJ)(l + Jsi 



n;.) 



)'5' ^= — -TTy ^ C03 am ¥. 
Ans der Gleichung für tg-i-Jin + ami-j folgt, wenn wir zur Abkürzung 

1 + A sin am /i sin am v 
mit iV bezeichnen, 



(13.) 

ao-cp-ji 

und aus der Gleichung für dp wird 
(14.) dp 



«ßc^ 1 — A a ia am z; 
abc l + Asioaniü 



i' 



h (^ + sin am /t) A am A 1 + A aio am « 
2 i C03 am A 1 + A sin am /; sin 
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oder 

(7jj _ ii. (1 + smam7i) Aam/i , 1_ 2 A A sin am ^ cos am i^ A am h sin am v' 

2 i cos am Ä " 4 t i—lX sin am ^''sin am v" 

, 1 A2 cosam^AamAsinamw , 

+ T^ ~^ — 71 — ^~ rr-^ r- UV. 

4i i~>lA8inamft sinamv 

Nach Formel (1.) § 18 der Fundamenta*) ist 

3 cos am Ä A am /i sin am ü 
* l-JAsinami-srnml?" = J sin am („ + 7,) + i sm am (» - 7,) , 
also 

= -5- log I A am (i( + /*) — A cos am {v + h) j 

— -j- log I A am (f — Ä) + A cos am (^i — k) \ 

^, A am (t! + ^) — A cos am (v + h) 

~^ dv ^ A am (y — Ä) + A cos s,in(v — h) 

und nach Jacobi's Fundamentaltheorem**) 

2AAsinam/ieoaara/(AamAsinamD° %'{h) d , Q(v — h) 

1 — A A sin am h' sin am v' 6 (A) i?« ° B{v + h) ' 

wenn &'(k) die Derivirte von 0(Ä) nach h bezeichnet und die Function B 
durch die Gleichungen 

6 f — ■■■ ^ j = 1 — 2f co82« + 2j-*cos4« — 2»-Vosöa:H 

logr = ^, amA = ani(AjA) = — x, am(A',A') = -^-r: 

bestimmt wird. Mit Rücksicht hierauf erhalten wir 

, 1 (l + sinam/AAsmÄ , 1 Q'h ^ 1 d , @(v + h) , 

dp = — -i -. '-r dv — -^ -TTT äv + -j^-j- Jog 777 r( dv 

2 t cos am ft 2 j oA 4j aa ° W (-y — Aj 



4i dv ° Aa,m{v — h) + lcosam(v~h) 
Bezeichnen wir ferner die Reihe ***) 

2Y'V3ina:— 2y'j-''sin3a;+ 2\/r^'^sm 5x — + --- 
■■*) [Jacobi, a, a. 0., S. 83.] 
**) [Jaooiii, a, a, 0., S. 198, 204, 231,] 
***) [Jacobi, 3, a. 0., S, 231(2), 235.] 
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mit H[ — ^j, SO dass also 

H(v) e(A) H(i. + A) e(o) 

sm am . = -gi^ -|ji;,i , oos am . = -L— -^^ 

Aam» - "('' + ''' 6(0) j _ H|A) „ _ e(0)_ 

e(» + 2A) = e(i;), H(» + 2A) = -H(«.) 

ist, und setzen wir 

/i = A + iA', 



(15.) 



(1 + sin am A) A am /i 1 ö'(/i) 
icosamÄ 2i 0(Ä) 



1 , /l 1 ,\ . , 1 S'(h) 
= 2i'^U'' + 7™T'"°'"■"Sni)(ä) 
l. , ,siaam4+l, , 1 9'(4) 1 HYS) 
i ^ sinam7(— 1 it 6(A) ii H(A) 

= 1 9(0) ' 9(a') H(a') H( «'+A)9(A) + 9(iy+A)H(A) 

4i 9(A)' e(ii'+A)U(a-+A) lr(ji'+A)9(A)-9(«'+A)H(A) 

1 9'(iy+A) 1 H'(ft'+A) 

4i e(i7/+A) 4i H(ji'+A) 
= X, 
so wird aus obiger Gleichung 

,,., ,,_ , 1, 9(c + !;i')0(A) + H(o + i/OH(A) 

(16.) y = est + -g» + ^ log - g [^ _ .,,, j 3 ;^^; -j^_--^U- . 

Führen wir die Veränderliche m = A + fw' durch die Bestimmung ein, dass m 
auf dieselbe Weise von ^ abhängt wie v von (p, so wird nach (7.) p in i^ 
übergehen, wenn wir i; in m verwandein, also die letzte Gleichung uns 

ergeben. 

Mit Hülfe der Formeln (20.) und (21.) des § 61 der Fundamenta*) 

«(.,„)«(„-») = lWefit|(»lIK 
H(. + .)H(.-«) = HWew;-e(»)-H(„)- 

' ' ' B(o/ 



*) [Jacob i, a. a. 0., S. 227.] 
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und der zuvor schon angezogenen i'ormel (l.) §18 lässt sich leicht die 
Gleichung 

(18.) {div)Q(u + A) + H(v)tl(u + A)\' 

= |e(i. + M)0(A) + H(D + M)H(A)}|e(«-M)e(A) + H(i;-M)H(A}} 
aufstellen, durch deren Anwendung 
p + iq = eonst + ^(«'+ iw') 



wird, wenn man v^=—A + v' setzt. 

4. 
Untersuchung der Functionen p, q. 
Die Zähler und Nenner in den Ausdrücken (9.), (II.) für A,sinamÄ, 
JlsinamA sind nach den Gleichungen (8.) nie negativ, also wird 
A<1 
sin am A ^ 1 
A sin am Ä ^ 1 

und, da nach Formel (5.) g 19 der Fundamental) 

ist, 



^^xa.{^^—lll,l) 
A< Aam(iA-i7i, r)^l, 

deshalb iA — ih = K reell und beliebig positiv oder negativ; wir wollen 
0£Ä'£A' annehmen, so dass also 

., smam(/(', A'l 
ü am (/i , A ) 
positiv reell ist. 

Es wird tf<f so wie yy — i^^ nie negativ, also haben in den Gleichungen 
(13.) ] + sinamv und 1 — sinam« nie verschiedene Zeichen, daher kann -c von 



*) [Jacobi, a. a. 0., 
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einer reellen Gröaae nur um ein ganzes Vielfache der Periode 2*A' ver- 
schieden sein und wir dürfen annehmen, dass es immer reell ist. 

Die Veränderliche u haben wir so bestimmt, dass in den Gleichungen 
(13.) (p zu ({j wird, wenn wir v in m übergehen lassen. 

Da nach Gleichung (2.) yy — {J)(|> und ßß — -^i[i nie dasselbe Zeichen haben, 
so können die Zeichen von 1 — sin am u und 1 — A sin am u nie gleich sein ; 
hieraus folgt auf dieselbe Weise wie für h, dass iA — iu = u' immer eine 
reelle Grösse sein muss oder doch sieh nur um ein Vielfaches der Periode 
HA davon unterscheiden kann, und der Einfachheit halber werden wir stets 
das erstere voraussetzen. 

Aus den Formeln (16.), (17.), (1 8.), (19.) des §61 der Fundamenta*) 



e(a',A) 

9(0, J) 


ah'K H(;.'+A',l') 
" H(A,1-) ' 


H (»■,») 
8(0,1) 


" H(A,ir 


B(«'+A,i) 
8(0,1) - 


' H(A,ir 


0(0,1) 


ah'K 6(*'+A',l') 
H(A,1') ' 



folgt, dass 



-^H(JA',A), -rW{Ui'+A,X), -ie'(a'+A,;i) 



so wie die übrigen Theile von K reell sind , also auch dieses K selbst reell ist. 
Die in Gleichung (16.) zu logarithmirende Grösse 

6(y + ife')0(A) + H (^ + iA')0(A) _ 
0(r-iA')Ö(A) + H(!;-a')H(A) ~ ^ 

besteht aus einem reellen und einem imaginären Theile; den ihr conjugirten 
Werth erhält man, wenn man in ihrem Ausdrucke, da v reell, die Zeichen 
des iK in die entgegensetzten verwandelt. Dieser conjugirte Werth wird 
aber gleich dem reciproken Werthe des ursprünglichen Ausdrucks F, also 



*) [Jacob i, a. a. 0., S. 227.] 
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das Product beider, die Norm von V, der Einheit gleich. Eine complexe 
Grösse, deren Norm die Einheit ist, lässt sich aber darstellen als die Summe 
des Cosinus eines (reellen) Winkels und des in die imaginäre Einheit multi- 
plicirten Sinus desselben Winkels. Als Logarithmus solcher Grösse erhält 
man den in i multiplicirten Winkel vermehrt um ein beliebiges Vielfaches 
von 2TCi; demnach ist — logF reell, und um reelle Werthe für p zu erhalten, 
ist es nur nöthig, die willkürliche Constante reell anzunehmen. 

Für die Werthe v = (2m + i)A wird V = 1, also logF = 2mzi, wenn m 
und 71 ganze Zahlen bezeichnen. Wählen wir den Logarithmus der Art, dass 
logF für w = A zu Null wird, so ist logF, weil es sich nur stetig ändern 
soll, für jedes v vollkommen bestimmt. 

Ist h' = 0, so wird V =i für jedes i;, daher logF gleich Null, weil es 
für V =^ A verschwinden soll, 

Eür h' = yA' wird, da nach Formel (13.) § 61 der Fundamenta*) 

/'"'H(«) = (-i)^"'+^^t» + f''" + ^'^^']^9(.,+ (2,«+l)iA') 
und nach Formel (14.) 

e""'e(u) = (-i)^»+V*t«+'=''»+'"-''rH(„ + (2,»+l)iA') 
ist, 

= (-i)-^e"" "' -'[H(„-i>A')e(A) + e(«-|iA')H(A)], 
also 

G(^-iiA')e(A) + H(^-i-^A')u(A) 
oder, wenn man Zähler und Nenner durch 6(v~ — tA'jH(A) dividirt und 
1+ sinamlü — -— iA'l 



*) [Jacübi, a. a. 0., S, 226,] 
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setzt, 

logF= j-Ki-ZmA'vi+logV. 

Die Function V nimmt nur dann die Werthe ±1 an, wenn 

V = (2«i + i)A 

wird. Nur für solche v ist daher logF' gleich Null oder gleich einem Viel- 
fachen von TCj; für v = A ist der Voraussetzung nach logF = 0, also auch 
logF"'= 0. Da ferner 



|.logF'= (1-A) 



■Ua'] 



a(l-A)- 



nfw--2»A'J 1+ Asinaml«- — iA'l 
C03 am (p — ~iA'\ cos am (u + -- iA'\ 
R\v~ — iA'\ l + äiaam[v + — iA'\ 



also — -j-logF' immer positiv ist, so wird es für v = {2m + l)A zu «jtc, dem- 
nach verschwindet logF für jene Werthe von v. 

Gewiss ist nun für jedes h' die Punction logF(w = [2«j+l) A) Null oder 
ein ganzes Vielfaches von 2m, also constant, weil 

d{(2m + l)A + iJi') = B{~(2m+l)A-ih') = & ((2m + 1)A~ ih') 
E((2m+ 1)A + ih') = -il(-(2m + l)A-ih') = H{(2»» + l)A-a'), 

demnach F(v = (2wi + l)A) = 1 ist. 

Es sind ö((2m + l)A + iÄ') und H((2wi + l)A + iA') für jedes A' stetig und 
Zähler oder Nenner von F können nicht für ein K innerhalb der Grenzen 
— A' und A' zu Null werden, also ist logF(i) = (2ra + l)A) für jedes k inner- 
halb jener Grenzen stetig, und da diese Function constant ist und für h' = D, 
K ^ -^Al verschwindet, so verschwindet sie auch für jedes K innerhalb der 
Grenzen — A' und A'. Dagegen wird für A' = A' in Folge der aus Formel 
(11.) § 61 der Fundamenta*) 

tf""'''0(«) =: (-l)'"e*'^""'"^'"*'^'''0{H+2mJA'} 



*) [Jacobi, a.a.O., S. 226.] 
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.md (12.) § 61 
















e^ 


'"»H(«) = 


= (-1)" 


«'^<»+^""')'H(. 


[ + 2MiA') 


iich ergebenden 


Gleichung 










^.(,+ 


iA')' 


'[8(o + iA' 


)6A + H 


(» + iA') 


H(A)] 








= 


_^ül(e-i 


*'>'[e(. 


-iA')9A + H(»->, 








log 7 = 


= ri-4, 


ÖA'iii, 





JA')H(A)], 
logF = rd — ^üiMvi, 
also 

log7(w = (2»J+1)A) = — SfMTTJ 

und nicht = 0, wie für K = -^ K. 

Es ist leicht zu ersehen, dass logF, wenn darin iK ausser dem Intervall 
und iA' liegt, nach den Gleichungen (11.) und (12.) §61 der Funda- 
me nta in die Summe einer linearen Function von « und des Logarithmus 
eines Ausdrucks ganz ähnlich dem F", der aber eine zwischen und lA' lie- 
gende Constante statt des ursprünglichen iK enthält, verwandelt werden kann. 

Es geht F in -pr über, wenn man ti in 2A — i? verwandelt, denn es ist 

e(2A-«) + i70 = 0(-u-iÄ'), 

e(2A-«-a') = e(v+a'), 
h(2a-v+j;o = H(ö-a'), 

H(2A-i^-iA') = H(v + a'), 

dabei wird logF zu — logF, weil logF für v ^ A verschwindet. Auf ähn- 
liche Weise ergiebt sich, dass Y und logF ungeändert bleiben, wenn v um 
4A zunimmt. 

Wie wir gesehen haben, ist logF= für v =■ (2m + l)A, nimmt also 
V von (2m + l)A bis (2)« + l)A+2A zu, so nimmt f um die Grösse 
2A^ zu, die positiv ist, weil ~~ nie negativ wird, wie sich aus Gleichung 
(14.) und den zu Eingang dieses Artikels für Ä und •« aufgestellten Be- 
stimmungen leicht ergiebt. 

Aus den Formeln (IC), (17.), (18,), (19.) des §61 der Fundamenta 
folgt, dass die Grösse 

e(A + ^m'+ g' ) e(A) + h(a + i»'+ a') H(A) 

e(A + JM'~iÄ')0(A) + H(A + *M-i/t')H(A) ' 
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die wir mit XJ{iu) oder mit TJ bezeichnen wollen, reell ist, weil is' und h' 
reell sind. Weder der Zähler von ü 

noch der Nenner kann verschwinden, auch können sie nicht unendlich werden, 
so lange u endlich bleibt. Da nun U für «' = 0, Ä' = positiv wird, so ist 
es immer positiv, also giebt es immer einen reellen Werth von logU, was 
auch die reellen Grössen u' und K sein mögen. 

Aus den Beziehungen zwischen den Functionen ö und H von Argu- 
menten, die sich um 2A unterscheiden, folgt, dass, wenn man u' in -ii ver- 
wandelt, logt/ in — log?7 übergeht, und logD'= wird für u' = 0. 

Nach den zuvor angeführten Formeln (13.) und (14.) § 61 der Funda- 
me nta ist 

e'^^^"^'^'+''''>'[e(A + iA'+;Ä')0(A) + H{A + iA'+i/OH(A)] 

= i/(A + ''O'|-H(A + a') + 0(A) + e(A + a')H(A)], . 
also wenn man den Werth von TJ für m = iK mit XJ{iM) bezeichnet, 
Ä(A+iA'+iA')'-<B(A + iA'-470'p-/;y, ^ ^Ä(A + ifi')'-'ö(A-rt')' 

oder 

es wird demnach — -^logC7= —tuA'Ä' für iti = lA'. 

Auf ähnliche Weise findet man aus den schon mehrfach erwähnten 
Formeln (11.) und (12.) des §61 der Fundamenta, dass wenn u' um 
2A' wächst, log [7 um HA'wh\ also q um ^MK—lI^utK zunimmt, und 
wenn ii' von mK bis »lA'+A' wächst, q um die Grösse A'X—A'wA' zu- 
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Beziehung zwischen den rechtwinkeligen Coordinaten x,y,s und 

den zuvor eingeführten Argumenten v, u der eliiptischen 

Functionen. 

Die Einsetzung der Werthe von ff und '^ aus (13.) in die Ausdrücke (5.) 
für die rechtwinkeligen Coordinaten x, y, z ergiebt 



li\xxx = a'X -^ 


M 


-.,. 1 — sin am v 1 - 


-sin am« 


ftfi?/)/ A' ^ 


M 


, 1 — Zsinamw 1- 


- A sin am u 


ll[lS3 c ■ 2^ 


M 


N = 1 + A siu am /* sin am v 




M= l + Asinam/isinamw 




L' = l-AAsmam-^(H + i!)=si 


aam-(«-; 


L = iL-N3ir^ 





ist. Machen wir 



und wenden die Formeln (16.) und (18.) § 18 der Fundamenta*) an, so 
erhalten wir 

\>.x = ßö\/A i cosam-^-(M — ti)+ sinam-^(M + D) iamy(M — j;) 

^y = hh\jlLi\<ios3m.^{u — v)~ sin am — (m + «') Aamy(M — «) 

HS = cgL\ A am y (^ — '') - ^ sin am y (2( + j;) cos am -g- (!( — w) 

oder, wenn wir — A + i;' und A + üt' für v und u einführen und berück- 
sichtigen, dass 

cos am -^ (m — v)^ sin am — (u — ?( 4- 2 A) A am ~ (« — ?)) 



*) [Jacobi, a, a. 0,, S. S4,] 
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(IX = ßfflVÄ i 8inam~(?;'— iM') + smam-g(?j'+tM') Aam-g-(2A + tM'— w') 

(19-) .^ (ly = &&^Iii sinara-5-(v'— m'} — 3mamy(w'+«M'} Aam — (2A + iV— «') 

lis = cc Li — A3iiiam-g-{«'—iM')8inamY(i''+iM')Aam-^(2A + iM'—y'}' 

Errichten wir in dem Punkte x, y, s eine Normale zur EUipsoidoberfiache 
nach aussen, bezeichnen den von der Normale und der Axe der positiven 
Coordinaten s eingeschlossenen Winkel mit t) und den Flächenwinkel den 
die (a;,^f)-Ebene und eine zur ^-Axe und der Normale parallele Ebene bilden 
mit 6, so ist bekanntlich 

ixv = «flsiai^ cosö 
yv = 6J sin 7) sin 6 
ZV = cecosT], 

wenn v die Länge der vom Mittelpunkt des Eilipsoids nach der die Fläche 
in x,y, z berührenden Ebene gezogenen Normale bedeutet und also durch 
die Gleichung 

1 _ XX yy S0 
vv a* h* c' 

bestimmt wird. Differentiirt man die Gleichung (4.) 

XX yy £0 ^ (ci-affl)(a- y y)(g-^ 4;) 

nach und setzt dann o = oa, so ersieht man, dass 

vv aahhcc 

ist, also nach (13.) 

1 1 l + Asinami! l + AsinaaiM 



vv nn N M 

und daher zu Folge Formel (18.) § 18 der Fundamenta 

— = L\^a.m-^{u--v) + Xüxis.m-^(u-i-v)cossm-^(u—v)\ 
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oder 

(21.) -^ = l\i + X am am -^ {v' ~ iu') !im am -^ {v' +üi')\a am — (2 A + iu'—v'). 

Die Einsetzung der Werthe von x,y,SyV aus (19.), (21.) in die Glei- 
chungen (20.) ergiebt 

i („'-iu') + sm&m--(v'+üi-) 



sin-jjcoae = SJK- 



1 + A sin am -^ {v'-~iu') sin am -^ (v'+ iu') 



sinamg-(i''— i«') — sinam— (jj'+iw') 

sin 1] sin Q = i\ß — — — 

1 + A sin am -^ (v'- iu') sin am -^ (/+ iu') 

1 — A sin am -5- {v'— iu) sin am — {v'+ iu') 

«OM = 1 1 

1 + A sin am — {v'~ iu') sin am — {v'+ iu') 

(22.) eosvj = -t.g(~Tr--i-am(i>'-A + *A')).tg(^7r-|am(i!t'+A+iA')) 

C0S7] = tg — l&m~(v'+iu'+2iA')-a,m — (v'-iii')]x 

X cotg -5- ( am -g (v' + i m' + 2 JA') + am -g- {v'~ iu')] 

, 1 . i — COH-n , . 1 , , . ,, . 1 , , . ,. 

tgyV = 'T:jrcc;s7i' ^ ■^smam2-(w-*M)smain-2 (i'+*iO 

1 , - . -, . 1 , , . „ 

sinam-^(w — im) — smam — (w +iti) 

tg» = i 1 1 

sin am — (v'— iu') + sin am-^{v'+ iu') 
(23.) tg9 = itg({^-iam(,'-A)).tg(i;r-iamCia'+A)) 
tgB = itg-^^nm-2(»'-i»')-am-2(o'+i«')jx 

X cotg- ^am - (»'- iu") + am j (o'+ !»')j 

-2ie _ l-itg6 *> ^ ' 



sinam— (t) +jm) 
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\/Äsmamy(ü'— iM') = e~' ■tg^''' 

Die zu Anfang dieses Artikels eingeführten Grössen iV und M sind 
offenbar immer reell und positiv. Da 

[sinamy(i;'-iV+2 A)] 
[sinam^(t;'+n.'+2M')J 

ist und y(i!'-n('+ 2A) nicht gleich 

sein kann, so verschwindet JJ nie, es wird nur unendlich für 

— (»'+n('+2«A') = 2MiA + 2wj'iA' 
oder 

(„'_«(■-]- 2A) = *A'+ 2wA + 2Hn'A', 

also wenn gleichzeitig 

v' = 2niA, u' = 2A'+4»i'A' 
ist. Das Zeichen des L in 

L = iL-N31)"^ 

wollen wir so annehmen, dass die Normale v immer einen positiven Werth 
hat, so dass also die Zeichen von w, y, z denen von sinvjcosö, sinvjsinö, costj 
beziehungsweise gleich sind. 

Um die beiden Hälften jeder Haaptaxe von einander unterscheiden zu 
können, wollen wir die Hälfte, die mit einer positiven Coordinatenaxe zu- 
sammenfallt, die positive Halbaxe, die andere die negative nennen. Den 
Punkt, welchen jene positive Coordinatenaxe mit der EUipsoidfläche gemein 
hat, bezeichnen wir als Endpunkt der positiven Halbaxe. 
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Berücksichtigt man, dass 

smam — iiV = i\y, sma.i:aL\-~-^iiV\ =^ y y 



■.^^ 



isam-^^A' ^ V "^ T" " , eosamlA- "-"■"* -'' 



ist, so ersieht man leicht, dass für den Endpunkt der positiven grossen 

Halbaxe 

X ^= a, f/ = 0, £^^0 

sin v] cos ;= 1 , siiiT] sin 9 = , cos ■/] = 

a = fj 1— sinann' = 

'!f = ß, l-Asinamw = 

V = A + SmA, «' = 2A +BmA 

u = A + iA'+4m'iA', ii' = ±A'+4m'A' 

und für den Endpunkt der negativen grossen Halbaxe 

X = —a, ^ ^ 0, s =: 

sinvjcosO =; — 1, sim^sinQ = 0, coavj = 

cp^^y, 1— sinain« = 

<!/ =^ ß, 1 — X sin am u = 

V = 5A + 8mA, v' = — 9A + 8mA 

u = A± JA'+4m'iA', m' = ± A' + 4»m'A' 

wird. 

Für den Endpunkt der positiven mittleren Halbaxe ist 

X == 0, y = b, s = 

V = A + 2A + 8/WA, «' = 2A + 2A + 8«tA 
u = A± *A'+ iw'iA', u' = ± A' + 4m'A', 

für den der negativen 

a; ^ 0, y = ~-b, 3 = 

V = A± 2A + 8mA, v' = 2A±2A + 8»iA 
M =: A± iA'+im'iA', u' = ± A' +4wi'A', 

und es gelten nur die oberen oder nur die unteren Zeichen zugleich. 

10 
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Dem Endpunkt der positiven kleinen Axe entsprechen die Werthe 

V = A±2A + 8j»A, v' = 2A±2A + 8mA 
M = A + im'iiV, ii' =^ im'A'f 

dem der negativen 

a; = 0, (/ = 0, s ^=^ —c 

V = A± 2A +8)mA, v' = 2A ±2A + 8)hA 

u = i\ + 2iA'+im'iA', u' = 2A'+4w('A'. 
In den Endpunkten der Hauptaxen nehmen cp und ^ die Werthe an, die sie 
nie überschreiten können , aber immer von einander verschiedene Werthe. 
Der gleiche Grenzwerth von 9 und ^ ist y, diesem entsprechen vier Punkte, 
die wir die Gipfel des EUipsoids nennen wollen*). Der erste Gipfel sei 
derjenige Punkt, für welchen 

. = «f, . = 0, . = .| 

V = A + SmA, v' = 2A + 8)bA 

u = A + 4ws'JA', u' = im'A' 
wird. Der zweite entspreche den Werthen 

j) = - 3A + 8mjA , j;' = - 2 A + SmA 
u ^ A + 4m'iA', u' = 4«j'A', 

der dritte den Werthen 

V = -3A+8)wA, f' = -2A +8HiA 
M -^ A + 2(A'+4»?i'iA', u' = 2A'+4m'A', 

endlich sei der vierte derjenige Punkt, in welchem 

x = a-, 2/ = 0, ^ = -cj 

V = A + 8mA, v' = 2A +8)»A 

M = A+2iA'+4m'iA', u' = 2A'+4»i'A' wird. 
Für die Punkte des zur grossen und des zur kleinen Axe normalen 



*) [Diese Punkte werden jetzt allgemein Nabelpunkte oder Kreispunkte genannt. H.] 



Hosted by 



Google 



"DTSBE DIE CONrOKME AB1SILDCKG DES ELLIPSOIDS AUF DEK EBENE. 75 

Hauptsclitiitts wird beziehungsweise cp ^^ const =^ 0, v ^ 4 m A und ^ = const = ß, 
iu' = iA' + 2m'iA' . Nicht für säramtliche Punkte dos zur mittleren Axe nor- 
malen Hauptschnitts wird eine der Grössen ^ mid '^ coustant, sondern diese 
Linie besteht aus vier von den Gipfelpunkten begrenzten Theilen, für zwei 
von ihnen ist <f = y,v' = ±2A+8mA, für die beiden andern '^ = y, w'= im'iA!. 
Eine Übersicht der Werthe von v' und «(' an den Hauptschnitten giebt 
nebenstehendes Schema 

III- ±2iA-- -K ±2iA'— ^IV 



II K- ^0- — ~I 

+ 

II K 1 



Es bezeichnen darin I, II, III, IV die vier Gipfelpunkte des EUipsoids, G 

+ 
und G die Endpunkte der positiven und negativen grossen Halbaxe; ent- 
sprechende Bedeutung haben K, K und M, M. Die zur grossen und kleinen 

+ - + - 



Hosted by 



Google 



76 ÜBER DIE COKFOSME ABBlLDüKG DES ELLIPS01D8 AUF DER EBENE, 

Axe normalen Hauptschnitte sind durch gerade Linien KMK, GMG u. s. f. 

+ + - ++- 
dargestellt, aber der zur mittleren Äxc normale Hauptschnitt durch die ge- 
brochene Linie GlKllGllXKlV. 
+ + - - 
Die Constanten Werthe, welche v',iu' für die Hauptschnitte annehmen, 

sind bis auf beliebige Vielfache von 8A und HA' in die entsprechenden Geraden 
eingetragen. In jeder der beiden von einander getrennt dargestellten Hälften 
des EUipsoids gelten entweder nur die oberen oder nur die unteren Zeichen. 



Untersuchung einer besonderen Abbildung des EUipsoids 
auf der Ebene. 

Unter allen conformen Abbildungen des EUipsoids auf der Ebene ist die 
einfachste die durch die Gleichung 

gegebene, wobei die abstracte Einheit der Functionen _p, q in die Längen- 
einheit multiplicirt gedacht wird. Die Curven grösster Krümmung, für deren 
Punkte p, also auch v constant ist, werden durch gerade, der Abscissenaxe 
X parallele Linien dargestellt und die Curven kleinster Krümmung, für 
welche q, also auch u constant ist, durch Gerade, die der Ordinatenaxe Y 
parallel sind. 

Lassen wir in einem von den drei Hauptschnitten begrenzten achten 
Theile des EUipsoids die Werthe von u und v sich stetig mit den Punkten 
der Fläche ändern, was nach den obigen Gleichungen zwischen den recht- 
winkeligen Coordinaten x, y^z und w, u immer möglieh ist, so wird dieser 
EUipsoidoctant bei der genannten Übertragung auf die Ebene zu einem Recht- 
eck mit den Seiten A'K—A'&h' und 2AK. In der Begrenzung des Octanten 
liegen drei Endpunkte der drei Hauptaxen und ein Gipfelpunkt, diese werden 
die vier Eckpunkte der Abbildung. 

In dem Falle z. B., dass die Endpunkte der positiven Halbaxen in der 
Begrenzung liegen, kann man die Stetigkeit nur dann erreichen, wenn man 
für den zur grossen Axe normalen Hauptschnitt 

V = A + SA + SmA, v' = SA + SA + SmA, 
für den vom Endpunkt der positiven grossen Axe ausgehenden Theil des zur 
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mittleren Axc normalen Ilaiiptschnitts 

V = A + 8fflA, v' =^ 2A + 8;jiA, 
für den anderen zwisclien dem Gipfelpunkte und dem Endpunkte der kleinen 
Axe liegenden Theil 

j{ =^ A+ ijü'i'A', in' ^= ^in'iA' 
und für den zur kleinen Axe normalen Ilauptschnitt 

u = A ± jA'+ 4!)f'sA', iu' = ± iA'+ 4»j'iA', 
annimmt und entweder nur die beiden oberen oder die beiden unteren Zeichen 
in V und u gelten lässt. Diesen vier Curven entsprechen in der Abbildung 
vier gerade Linien, die ein Kechteck begrenzen. Die Werthe von ^ an den 
beiden Curven d' = 2A + 2A+ 8»iA, v' = 2A+ SmA unterscheiden sich um 
HKK, also ist lAK die Entfernung zwischen den einander parallelen Ge- 
raden, welche die Abbildungen jener Curven sind. Ebenso folgt, dass die 
Entfernung zwischen den einander parallelen Geraden, die den Curven 
iu' = 4m'iA', iu' ^ iA'+ im'iA' entsprechen, A'K—A'&h' beträgt. 

Da V und u in dem Ellipsoidoctanten stetig vorausgesetzt sind, so ent- 
spricht jedem Punkte in demselben ein System von Werthen der v, u, die 
bis auf ein für alle Punkte gleiches Vielfache von SA und HA' vollständig 
bestimmt sind. Für jeden Werth des v nimmt ^, also auch X nur einen 
einzigen Werth an, ebenso Y nur Einen Werth für ein bestimmtes u, also 
wird jeder Punkt des Ellipsoidoctanten auch nur durch Einen Punkt in der 
Ebene dargestellt. Die Übertragung des ebenen Kechtecks auf den Ellipsoid- 
octanten ist demnach eine einfache. 

Es kann p, also auch X nicht für zwei verschiedene Werthe des v die- 
selbe Grösse sein, weil -^ immer positiv ist, ebenso nimmt Y bei wachsen- 
den «' beständig zu, erlangt also einen Werth nicht zum zweiten Male. Ein 
Punkt der Ebene entspricht demnach nicht mehreren, sondern höchstens nur 
Einem Punkte des Ellipsoidoctanten, das heisst, die Abbildung des Octanten 
auf der Ebene ist eine einfache. 

Das Vergrösserungsverhältniss eines auf die Ebene übertragenen Längen- 
elements der Ellipsoidoberfläche ist offenbar 

\JdX' + dT ^ J_ ^ 1 

'^n{dp^ + dq^) \/n \A^— tftp' 
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wenn die Einheit des Zählers die Längeneinheit bedeutet. Dieses Ver- 

grösserungsverhältniss wird unendlich für den Gipfelpunkt, nimmt von dort 

nach allen Seiten hin beständig ab. Es nimmt auf der Begrenzung des 

Octanten von dem Gipfelpunkte nach den Endpunkten der grossen und 

kleinen Axe ab, und von hier aus (von den Werthen — , — ] nimmt es auf 

_ \ •* ' f I 

der Begrenzung noch weiter ab bis zum Endpunkt der mittleren Axe, wo es 

sein Minimum -^ erlangt. Auf jeder Krümmungscurve nimmt das Vergrösse- 

rungsverhältniss von dem zur mittleren Axe normalen Hauptschnitte nach einem 

der beiden anderen Hauptschnitte ab. 

Die EUipsoidfläche werde nicht als eine einzelne Fläche, welche sie sein 
müsste, wenn man sie als Grenze des Ellipsoidkörpers definirt, sondern als 
eine Anzahl (m) von unmittelbar über einander liegenden Schichten be- 
trachtet, die alle mit einander zusammenhängen, deren jede aber längs der 
von dem ersten nach dem vierten Gipfelpunkte und der von dem zweiten 
nach dem dritten Gipfelpunkte gezogenen kürzesten Linie (des zur mittleren 
Axe normalen Hauptschnitts) durchschnitten ist, so dass also die EUipsoid- 
fläche als ein, um den Ellipsoidkörper r»mal herumgewickelter, doppelt ge- 
krümmter Flächenstreif erscheint. Dieser Vorstellungsweise entspricht die 
Annahme, das» auf jeder Curve, für welche u' constant ist und welche sich 
von einer der genannten Dnrchschnittslinie bis zur anderen erstreckt, v sich 
stetig q.ndert, dass wenn man in einem bestimmten Sinne auf einer Curve 
fortschreitet, für welche v constant ist, u' beständig und stetig entweder nur 
zu- oder nur abnimmt, also wenn man das EUipsoid mmal umgangen und 
wieder auf denselben Punkt der Oberfläche gekommen ist, von wo man aus- 
gegangen, iu um 4miA' sich geändert hat. In den beiden Theilen unseres 
Schema werden zugleich entweder nur die oberen oder nur die unteren Zeichen 
zu nehmen und die hinzuzufügenden positiven oder negativen Vielfachen von 
8A und MK der Stetigkeit entsprechend zu bestimmen sein. 

Wie leicht zu ersehen , giebt die nach der obigen Regel ausgeführte 
conforme Übertragung einer solchen EUipsoidfläche auf die Ebene ein Rechteck 
von der Breite 4 Äff und der Länge 4)nA'7£'— 4mA'ii)Ä'. 

Ganz dieselben Betrachtungen haben Statt für die Abbildung der EUip- 
soidfläche, die aus m Schichten besteht, von denen jede längs des Theiles 
des zur mittleren Axe normalen Hauptschnitts, der vom ersten zum zweiten 
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Gipfelpunkte und vom dritten zum vierten sich erstreckt, durchschnitten ist. 
In dem einen Theile unseres Schema werden die oberen Zeichen, im anderen 
die unteren zu nehmen sein. 



Über einige con forme Abbildungen, die den einfachsten Ab- 
bildungen der Rotationsellipsoide entsprechen. 

Die in dem vorhergehenden Artikel untersuchte Übertragung des drei- 
axigen EUipsoids auf die Ebene eignet sich besonders, um eine Übersicht 
der Abbildung der ganzen Ellipsoidfläche zu erhalten. In diesem Artikel 
wollen wir zwei conforme Abbildungen des dreiaxigen Eilipsoids in der Ebene 
aufstellen, die der stereographischen und der Mereator-Projection der Kugel 
auf eine Ebene in gewissen Beziehungen entsprechen. 

Unter den conformen Abbildungen des Rotationsellipsoids in der Ebene 
besitzt diejenige, welche der stereographischen Projection der Kugel 
auf die Ebene analog ist, die characteristische Eigenschaft, dass die Meridiane 
(die Curven grösster Krümmung bei einem abgeplatteten Ellipsoid) durch ge- 
rade Linien dargestellt werden, und die Parallelkreise (die Curven kleinster 
Krümmung) durch eoneentrische Kreise, deren Mittelpunkt mit dem gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkte der die Meridiane darstellenden Geraden 
zusammenfällt. Den orthogonalen Projectionen dieser Curven auf die Äquator- 
ebene kommt dieselbe Eigenschaft zu, aber bekanntlich ist diese Projection 
keine conforme Abbildung. 

Nach Monge sind die orthogonalen Projectionen der Curven grösster 
und kleinster Krümmung des dreiaxigen EUipsoids auf eine zur kleinen Axe 
normale Ebene Hyperbeln und Ellipsen, deren Axen in den Projectionen der 
beiden durch den Endpunkt der kleinen Ellipsoidaxe gehenden Hauptschnitte 
liegen. Eine der stereographischen Projection entsprechende Abbildung des 
dreiaxigen Eilipsoids würde also eine solche sein, bei der die Curven grösster 
Krümmung, für welche cp und p constante Grössen sind, zu Hyperbeln und 
die Curven kleinster Krümmung, für welche ^ und q constant sind, zu Ellip- 
sen werden, deren Axen auf einander und auf denen der Hyperbeln liegen. 

Confocale Ellipsen und Hyperbeln durchschneiden sich überall recht- 
winkelig und lassen sich so anordnen, dass sie die Ebene in beliebig kleine 
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Quadrate theilen; sie besitzen also die Eigenschaft, dass es Functionen P, Q 
der Coordinaten giebt, von denen immer eine für die Punkte jeder einzelnen 
Ellipse und Hyperbel constant ist, und die das Quadrat des Längenelements 
in der Ebene durch die l'ormel N(dI^ + dQ'') ausdrücken. 

In der That, bezeichnen wir mit E den Abstand eines der beiden Brenn- 
punkte vom Mittelpunkte, mit £cosP die reelle Halbaxe einer Hyperbel, 
mit EcosiQ die grosse Halbaxe einer Ellipse, und mit X, Y die rechtwinke- 
ligen Coordinaten des Durchschnittspunktes der Ellipse (Q) und der Hyperbel 
(P), so sind P und iQ die Wurzeln R der Gleichung 



und daher ist 

X — E cobFcobiQ 

Y = EismPsiniQ 

X + iY = EcosiF+iQ) 

X^iY = EcoäiP-iQ) 

dX' + dY' = E E Hin (P + iQ)sm(P~iQ) {dp' +dQ'). 

Die conforme Abbildung, welche die Gleichungen 

(24.) P + iQ = {p + iq) C'+C" 

(25.) X + ir= EcoB(P + iQ) 

bestimmen, worin C, so wie E eine reelle, C" eine ganze beliebige Constante 
bedeutet, hat also die verlangten Eigenschaften, indem die Curven, für welche 
entweder p oder q constant ist, durch confocale Hyperbeln und Ellipsen in 
der Ebene X, Y dargestellt werden. 

Der Mercator-Projection entspricht eine conforme Abbildung des 
Kotationsellipsoids auf der Ebene mit der Characteristik, dass ein Parallel- 
kreis (eine Curve kleinster Krümmung auf dem abgeplatteten Rotations- 
ellipsoid) eine gerade Linie in der Ebene wird, und die Theile desselben 
ihre Längen bei der Abbildung nicht ändern. 

Die von einem festen Punkte gezählte Länge s auf einer Curve kleinster 
Krümmung, für welche (j/) ?i ^ beziehungsweise die constanten Werthe 
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t{^ , 5 , «( annehmen, ist nach (ß.) 
oder 



^/^ 



\/ fa^,-tpcp)(«a . 



wenn als untere und obere Grenze dieses Integrals die beiden Werthe von 
(f genommen werden, die dem festen und dem veränderlichen Punkte ent- 
sprechen. Bezeichnen wir mit w die complexe Grösse, die ebenso von 
p + ig~ig, abhängt wie v von p, also durch die Gleichung 

(26.) p + tq = const + Kiv + -. -r log -ht ■n\a.)J\.u) -J-^ufA 

bestimmt wird, deren Integrationsconstante auf die Weise von denen in 
Gleichung (16.) und (17.) abhängt, dass u für w = v den Werth ^(, annimmt; 
bezeichnen wir ferner mit ^ die complexe Grösse, die ebenso von w abhängt 
wie if von v, also durch die Gleichung 

ilxl» l+Asinam/t l + sinamty 

j-y — <!»<!> ~~ 1 — AsinamÄ 1 — sinamw 
oder 



-*<!) 



:-tg({^ + i-am(A + ^A',A))'tg(^T: + |am(^.,A)y 



ben ist; und endlich mit 8 den complexen Werth des Integrals, durch 
welches s bestimmt wird, wenn man als obere veränderliche Grenze <I> statt 
9 setzt, so ergiebt die Formel 

X+iY = S 

eine solche conforme Übertragung des dreiaxigen EUipsoids auf die Ebene 
X, Y, bei welcher die Curve u = u^ auf die X-Axe fällt, und weder eine 
Verlängerung noch eine Verkürzung ihrer Theile erleidet. 

Ist die Curve kleinster Krümmung der zur kleinen Axe normale Haupt- 
schnitt, so wird (jj, = |3 und, wenn wir 



<p = 7 sin am (m) 
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öß — 9(p ^ aa A am {tv' , v.y 

(27.) tgam^x) - itg(jTr + |am(fi + iA', A))tg(.i.r + |am(w, A)) 

zen, 

X + iY = 8 ^ f(U am {tv', v.y dw' 

V .-.r ^ 6(0,-/)-6"(0,-^) ,, e'(wV'') 

8.) X+iT= const + a e (0 , -.c) '' + " 9(^ ' 



Diese Gleichung (28.) verbunden mit der Gleicliung (27.) zwischen w' und 
w und der Gleichung (26.) für p + iq ergiebt die Übertragung, bei welcher 
die Theile des zur kleinen Axe normalen Hauptschnitts auf eine zur X-Axe 
parallele Gerade fallen und ihre Länge nicht ändern. Wie leicht zu sehen, 
unterliegen die Integrationsconatanten in den Ausdrücken (16.), (17.), (26.) 
für p, (JjP + ^Q der Beschränkung, dass, wenn u den Werth annimmt, welcher 
dem zur kleinen Axe normalen Hauptschnitte entspricht, w gleich v werden 
muss. 



Conforme Abbildung des Rotationsellipsoids auf der Ebene. 

Wird die mittlere Axeb gleich der grossen Axe a, so geht das dreiaxige 
EUipsoid in ein abgeplattetes Spharoid über, dessen halbe Axe c ist und 
dessen Äquator den Eadius a hat. Die Excentrici täten k, ß der durch die 
kleine Axe gehenden Hauptschnitte werden einander gleich, also verschwindet 
der Modul A 

__ bß-aa 
^^TßT^ 

und die Amplituden unterscheiden sicli nicht von ihren Argumenten. Für 
die Gleichungen (22.), (23.) 

cosr, = -tg(ji.-..|-ain(»'-A + i,'V)jtg^-ii-~am(ia'+A + !A')j, 

tgl) = itg(i.t-iaiii(s'-A)^tg(i,v-iain(i»'+A)j 
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können wir demnach auch 

cosv) = tgam— (2A — iA'— !i')tgainy(*A'+zM') 

tgQ = — itgam — (2A — i)')tgam — w' 

setzen. Da die erste Seite der Gleichung 

''"t'JZ.^ — 5^ 1 " ;i sin am M 
tjjii' — Mö ab 1 + J.sinam!( 

nicht constant ist, so muss Asinam^s im Allgemeinen von Null verschieden, 
also M — A + iA'= iw' + iA' eine endliche Grosse sein, während A' für A = 
unendlich wird. 
Für A = ist 

lBmß.m-^{ v'— i\') = 

Asinam — («('+2iA') = 0, 

weil v reell und m' + *A' nicht unendlich, daher 

tgam-g {2A--iA'-?!') = -^ ^9.m-^iv'-iM) = -i 







:»'+2iA') 


COST] 


= -itg-|-(s»'+iA'), 


1 — COST, 
1 + COS 7j 


tgS 


= tg-j-(n-!)') 





Für A = ist ferner 



und, wenn u reell oder doch endlich, 



H(w) = S-i/j-sinif; 
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aus der Gleichung (15.) 

j. 1 . /l 1 ,\ , , 1 9'(Ä) 
wird daher 

-''^= li'slT' + Y™'') = f'o'S-r = 2 Vi^ = ^IJ. 
und die Gleichung (16,) 

vereinfacht sich zu 

(29.) p =: const + .S'« ^ const — — e, 

Es ist 
.^e^(A-hin'+ihy |-g^^^ ^ .^^,^ äÄ') e(A) + H (A + ?»'+ ih'} H(A)] 

für die Gleichung (17.) 

~ coii:t 1 K::' ^ loz Q(A + ^^^^+i^')e(A) + H{A + i^'+^;OH(A) 
3 - const + AM 4ioS0(A + n('_a')0(A) + H(A + i«'-*/OH(A) 

können wir daher auch 



q = const + ^(m'+ A')- 



J_ H(A + iM'+iA'+a')e(A) + e(A + «t'+iA'+a')H(A) 



4 '"ö H(A-i-i«'+iA'-a')0(A) + e(A + iM'+iA'-iÄ')H(A) 
setzen. Aus dieser wird für A = 0, weil m'+A' endlich ist, 



: const + Ä'(!f'+A') — — 1( 



: const + ^(m'+A')- 



2 = const + .E'(M'+A') — — 1( 



1 + sin (-^ Tt + «('+ iA'+ *Ä'j 

' ^ 7l ~ , \ 

1 + a\n\--r.-Yiu'+tA' — ili'\ 

eos-^(n('4-iA'+*A') 

C03 — (J!('+ iM— ih') 

l-tgii7.'tg-i-(M'+iA') 

' l + tgia'tgi(!»-+iA') 
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(30.) 



q = const H — log {cotg — ■> 



1 + —COSTJ 



Diese Functionen p und q in (29,) und (30.) hat schon Lambert be 
der conformen Abbildung des abgeplatteten Sphäroids angewandt. Die ent- 
sprechenden Functionen für ein verlängertes Sphäroid erhält man aus jenen, 
■wenn man a kleiner als c, und « imaginär annimmt. Will man aus den 
allgemeinen Formeln diejenigen für ein verlängertes Sphäroid unmittelbar 
ableiten, so bat man 



= y, 



tgam(/j', ;i') 



= , A ^ 1 , sin am h = 
a am (k , l ) _ aß + ba __ ß_ 



Aa.m{h,X) ai-aß b 
sioi^cos = cosr^' 
sinv]sin& = sinvj'cosö' 
eosv] = sin vj'sin 0' 

zu setzen und die elliptischen Functionen mit dem Modul A in solche mit 
dem Modul A' zu verwandeln. Geht man dann auf dieselbe Weise wie so 
eben für A zur Grenze A'= über, so erhält man die bekannten Functionen 
von 6' und vj' für die conformen Abbildungen der verlängerten Sphäroide. 



S. Sl Zeile 8 \ 
S. 59 Zeile 3 v 
S. 68 Zeilö 11 -v 

S. 72 Zeile 13 i 



[ZUSATZE UND BERICHTIGUHGEN. 
1 oben; Die genannto Alibandlung ist abgedruckt in Gauss 
I oben: statt Bd. I lies (B,) (I.). 
1 unten: statt E{A+ih')+QiA) + S(!i+ik')HQ\) 

lies H{A + ift')9(A) + 0(A+t''')il(A). 
3 unten: statt jA'+2«iA + 2»iiA' 

lies iA'+3mA + 2m'iA'.] 



Werken, Bd. IV, S. 189-216. 
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THBOREMES RBLATIFS 

AUX FORMES BINAIRBS QUADRATIQUBS 

QÜI EBPR^SENTBNT LES MBMBS NOMBRES. 



tLioTiYille's Journal de Mathömatiiines pures et appliquees, 2. at^rie, t. IV, p, 253—270, Paris 1859,] 



Les deux theoreraes de M. Dirichlet, riin d'aprcs lequei tonte pro- 
gression arithmetique dont le premier terme et la raison sont des entiers 
Sans diviseur commun, contient une infinite de nombres premiers (Memoires 
de i'Academie de Berlin, annee 1S37, et Jonrnal de M. Liouvillc, 1. serie, 
t. IV, p. 393)*), et l'antre, qui concerne la possibilite d'exprimer des nombres 
Premiers par tonte forme binalre quadratique proprement primitive (Comptes 
rendns de I'Academie de Berlin, annee 1840, p. 49, et Journal de Grelle 
t. XXI, p. 98)**), sont d'une grande utilite dans Tarithmetique snp^rieure. 
Au moyen de ces propositions, on peut prouver le thcoreme remarqne, mais 
non demontre, par Legendre (dans sa Theorie des nombres, 3. edition, t. I, 
p. 237), d'apres lequei une forme, qui i-epresente tous les nombres representäs 
par une autre forme, contient cette derniere. La demonstration du th^oreme 
que je viens d'enoncer et qui n'eprouve des exceptions que dans des cas par- 
tieuliers, fera le sujet du präsent Memoire. 

Theoreme I. — Si la forme axx+2bxy+ cyy de l'ordre o, de de- 
terminant d et de la e'^"' espece, reprösente tous les nombres qui 

*) [Diriclilet's Werke, Bd. 1, S. 31S— 342.} 
**) [Diriclilet'8 Werke, Bd, I, S, 497—502.] 
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jjcuvent etre representes par la forme ÄXX+2BXY-\-CYY de 

l'orclre 0, de determiiiant D et de la E''"'"^ espece, sera entier 

, EEB , ' ,. ■ ^^ 

et — — T~ sera un nombre carre entier. 
eed „Q 

1*. On a entier, 

Pour abr^ger, nous designerons une forme 

ÄXX+2BXY+CYY, axx-vUxij + cyy 

par (j1, jB, C), (ff, 6, c), quand nous ne parlerons pas des valeurs des indeter- 
min^es X, !F", x, y. D'apres la d^finition de Tordre O et de la JE'^™ espece 
d'une forme {^A, B, C), le nombre O est le plus grand diviseur commun de 
A,, B et C; mais EO est celui de J., 25 et C de maniere que E est egal ä 1 
ou 2 suivant que la forme 1-^, -^, ^j est proprement ou improprement primi- 
tive. Dans l'article 228 des Disquisltiones Aritbmeticae auctore Gauss*), 
il est dömontre qu'on peut representer par une forme primitive [-jj-, -^, -^j un 
nombre impair ou pair (suivant que la forme est proprement {E =■ \) ou 
improprement {E = 2} primitive) qui n'ait d'autre diviseur commun avec un 
nombre donne eo que E. Soit En un tel nombre representä par \-^^ -g-, -A^ 
on pourra representer le nombre EOn par la forme {A^B^ C), et comme nous 
avons suppos^ que tous les nombres qui peuvent 6tre representes par la forme 
(^, £, C) peuvent l'etre aussi par («, i, c), le nombre EOn sera represente 
aussi par cette derniere forme. Tous les nombres representes par (ö, 6, c) 
etant divisibles par eo, Ic nombre EOn le sera aussi, mais comme n n'a pas 
de diviseur commun avec «o, celui-ci doit Ätre diviseur de EO. 

Les lorraes (— -, -^i -^1 et l— ^, — ^, -^1 ayant entre eux le meme 
rapport que (a, &, c) et (A, B, C), nous ne considererons que les premieres, 
ou plutot nous supposcrons que pour la forme (a, b,c), les nombres e et o 
soient tels, qu'on ait 

eo = l uu CO = B, 

2°. Jies deux determinants d et D sont entre eux comme des 
nombres carres. 

Pour prouver cela, nous nous appuyons sur ce lemme; 

Si deux nombres c? et -D ne sont pas entre eux comme des nombres 



*) [Gauss' Werke, Bei. 1, S, 229,] 
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caiTes et qn'aucun des denx ne soit carre, il y aura des nombres par rapport 
auxquels Tun D est residu, l'autre d non residu CLuadratique. 

Soient g et Q les plus giands carrös qui divisent d et D, 6 le plus grand 
diviseur commuii des nombres -- et -^, et enfin 

d = q06', B = QOO", 

en preiiant d positif si Tun des nombres d, D est positif, et negatif si tous 
deux sont negatifs. Les nombres 6,ö\ff' seront pvemiers entre eux, aucun 
ne sera divisible par un carre et deux parmi eux ne seront pas ensemble 
^gaux a +1 ou a — 1 et non plus n6gatifs, 

Si ff differe de ± 1 et de ±2, il y aura un nombre premier p qui ne 
divise ni ^ ni Q et remplit les conditions ö'Np, ÖRp, &"Rp et par consequent 
aussi celles-ci dNp, Düp^ oü les caracteres R et N indiquent que le nombre 
precedent est r&idu ou non residu quadratique par rapport au suivant p. En 
effet, d' apres la loi de reciprocite, tous les nombres premiers de la forme 
8h + 1 et congrus ä certains nombres par rapport au module Ö' sont non divi- 
seurs quadratiques de 6', et tous les nombres premiers de la forme 8n + l et 
congrus k certains nombres par rapport au module & sont diviseurs quadrati- 
ques de 0. Donc 6 et ö' n'ayant aucun diviseur commun, tous les nombres 
premiers p de la forme 8n + l qui sont congrus ä certains nombres par rapport 
au module 66', rempliront les conditions ffNp, $M,p. De m^me on trouve que 
tous les nombres premiers p congrus ä certains nombres par rapport au mo- 
dule sOffd" remplissent les conditions ffNp, 6'Rp, 6"Rp. Mais il y a, comme 
M. Dirichlet l'a demontr^ , une infinite de nombres premiers qui sont 
congrus ä un nombre donne par rapport ä un module donn^, si le module 
et le nombre donne sont premiers entre eux, Cette condition ^tant remplie 
dans notre cas, il y aura une infinite de nombres premiers p pour lesquels 
on a ÖE.^, Ö'N^, d"'Rp. Parmi eux il y en a qui sont plus grands que g et 
Q et ainsi ne divisent pas d et D: ils seront diviseurs quadratiques de D, 
mais non pas de d. De m^me maniere, on demontre que, si 0' est egal ä 
— 1 ou ä ±2, il y a des nombres premiers respectivement de la forme 8w+7 
ou Sn + 5 qui remplissent les conditions raentionnees. 

Si ff est egal ä +1, on peut demontrer d'unc maniere analogue qu'il y a 

12 
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des nombres premiers qui sont pLus grands que 5 et Q et pour lesquels 011 
a 0^p, O'Rp, ö"Nj) et par suite dNp, DRp. 

En Tevenant ä notre theoreme, supposons que les d^terrainants d et D 
ne sont pas entve eux corame des nombres carres et que le nombre premier 
impair p soit diviseur quadratique de D et non diviseur quadratique de d, en 
excluant de nos recherches les determinants qui sont carres. En designant 
par )■ et s deux nombres entiers qui satisfassent a l'equation 

rr = B+ps, 

nous aurons une forme (p, r, s) de determinant D par laquelle nous pourrons 
repr^senter le nombre premier p. La composition de la forme {p,~r,s) et 
de (A, B, C) produit une autre forme tf qui sera de Vordre O et de la E'^"" 
espece (article 245 des Disquisitiones Ärithmeticae)*), et par laquelle on 
peut representer un nombre n qui n'est pas divisible par p, comme nous avons 
suppos^ que p ne divise pas 2D et consequemment non plus EO. Cela re- 
sulte immediatement de l'article 228 des Disquisitiones Ärithmeticae, d'apres 
lequel une forme primitive represente aussi des nombres non divisibles par un 
nombre donne premier impair. La composition des deux formes proprement 
primitives et opposee l'une ä l'autre (p, r, s) et (p, —r, s) donnant ia forme prin- 
cipale (1, 0, ~D) d'apres l'article 243 des Disquisitiones Ärithmeticae**), la 
forme (.4, B, C) sera compos^e des trois formes (p, r, s), (p, —r, s), {A, B, C) 
et par suite la composee de [p,r,s) et de cp. D'apres l'article 242 des Dis- 
quisitiones Ärithmeticae***), on peut representer par une forme le produit 
des nombres qui peuvent 6tre representes par d'autres formes dont la premiere 
est composee. La forme {A, B, C) representera ainsi le produit j?n, dont le 
premier facteur p peut etre represente par [p, r, s) et le second n par 9. 
Mais n n'etant pas divisible par p, et p etant non-diviseur quadratique de d, 
le nombre pn ne pourra etre represente par aucune forme de determinant d 
et ainsi non plus par {a, b, c). En effet, supposons que cette forme repre- 
sente pn et designous par m le plus grand diviseur commun des indeterminees 
X, y, dans cette repr^sentation , le produit pn sera divisible par mm, et comme 

*) [Gauss' Werke, Bd. 1, S. 267.] 
**) [Gauss' Werke, Bd. 1, S. 268.] 
***) [Gauss' Werke, Bd. 1, S. 261.] 
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p iie divise pas «, ce deriiier iloit etre divisible par mm\ donc 

= n' un nombre entier. 

De la repr^sentation de pii, on d^duit immediatement une repr^sentation de 
pn dans laquelle les valeurs des indeterminees n'ont pas de diviseur commun, 
mais une teile repr^sentation n'est pas possible d'apres l'article 154 des Dis- 
quisitiones Arlthmeticae*), parce que pw' est non diviseur quadratique de d. 
Donc le norabre pn ne peut pas 6tre represente par la forme («, h, c), et c'est 
pourquoi notre supposition que d et J) nc sont pas eiitre eux comme des 
carrös n'est pas admissible. 

3°. Si le determinant D est divisible par le nombre premier 
impair p et que l'exposant de sa puissance la plus ^[evee qui 
divise Tordre O ou Texposant de celle qui divise le determinant 
D seit impair, le determinant d ne sera pas divisible par une 
puissance plus elevee de ^ que celle qui divise le determinant D. 

Designons par p^ la puissance la plus elevee de p qui divise Vordre O. 
La forme (-7,-7,-?) dont les coefflcients ne sont pas tous divisibles par p 
represente aussi un nombre n qui ne contient pas le nombre p comme divi- 
seur; ainsi la forme (^, B, C) represente le nombre np". Si v est impair, 
cela suffira pour notre but; mais si v est pair, nous chercherons un autre 
nombre represente par [A, B, Ü). En designant par y^+'' la puissance la 
plus eievee qui divise X>, nous decomposerons la forme f— , — , — ^r) dans la 
forme proprement primitive 

et dans une autre (Ä, B\ C) dont les coefficients ne seront pas tous divisibles 
par p, ce qui est toujours possible d'apres l'article 249 des Disquisitiones 
Arlthmeticae**). Cette derniere forme repiesentant aussi un nombre m non 
divisible par^^j la forme [-;:, -7, —A representera mp'', et la forme (Ä, B, C) le 
nombre m^*"*"'". Comme nous avons suppose 211 + ft impair et v pair, l'exposant 
V + /I. sera impair. Dans ces deux eas {y impair ou pair), on peut donc 

*) [Gauss' -Werke, Bd. 1, S. 121.] 
**) [Gauss' Werke, Bd. 1, S. 272.] 
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representer par (A, JB, C) un nombre Ip qui n'est pas divisible par une plus 
grande puissance de p que p'', dont l'exposant A est impair et ^2v + {i. 

Comme Ip^ doit etre represente aussi par la forme (a, b, c), il y aura 
des nombres entiers x, y qui satisfont ä l'equation 

Ip'*- = axx + 2hxy + cyi/. 

L'ordrc o de la forme («, b, c) ötant egal ä 1 ou ä 2, il sera permis de siip- 
poser a non divisible par p, car cette forme representant aussi des nombres 
non divisibles par p (d'apres Tarticle 228 des Disquisitiones Arithmeticae), 
11 y aura n^cessairement, parmi les formes proprement equivalentes ä («, b, c) 
des formes dont le premier coefficient n'est pas divisible par ^j; mais les for- 
mes equivalentes representent les memes nombres, ainsi l'une peut etre rem- 
placee par l'autre, En multjpliant l'equation par a nous aurons 

alp'- =^ [az-Vbyf-dyy. 

Comme A est impair et al non divisible par p, cette ^quation ne peut avoir 
lieu, si d est divisible par^*"*"'; mais D est divisible par ^"''■'■'' et A^2i' + ffr, 
donc d n'est pas divisible par une puissance plus elevee de p que celle qui 
divise le d^terminant D. 

4°. Si le nombre premier impair ;? divise le determinantZ), et 
que les exposants des plus grandes puissances qui divisent _D et 
O soient zero ou pairs, le determinant d nc sera pas divisible 
par une puissance plus elevee de^ que celle qui divise le determi- 
nant Z>. 

Discutons d'abord le cas a^p. 

Si nous designons par p^'' la plus grande puissance qui divise Vordre O, 
dans la forme [— äj-j — ivi -j^li ainsi que dans («, J, c), nous pourrons supposer 
les Premiers coefficients —,7, a non divisibles par p (articles 228 et 154 des 
Disquisitiones Arithmeticae). Le determinant D contiendra le facteur p*'\ 
seit p*^'*'^^ la puissance la plus elevee de p contenue comme diviseur dans Z); 
soit de plus 

p"' 
B' un nombre qui satisfait ä la congruence 
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B'p'' = —^ (mod. ^'), 
et enfin 



C = ■ 



nous auvons une forme {^p^'i B'p"'*'^, C'p^''^^''), equivalente ä {A, B, C). 

La forme (Ä\ S\ C), dont le determinant ■ ■^^^^ ne contient pas p comme 
diviseur, representera necessairement aussi des residus quadratiques de p. En 
effet, si Ton supposait que [Ä', B', C) ne repr^sente aucun residu quadratique, 
le coefficient Ä et tous les nombres m pour lesquels on a 

m = A'XX+2S'XY+C-rY 
seraient Np. Soit 

— o ,,.,,„ = 1 (moäp); 

on aui'ait donc, d'apres la derniere equation, 

^A'm = 3(Ä'X+B-Yy+YY (moäp). 

Si Q est N^, le pi-odiiit <sA'm le sera aussi, comme Ä' et m sont supposes 
Np, de meme c}{Äm + B'YJ sera toujours Np. En posant pour F l'unite et 
pour X tous les nombres incongrus entre eux par rapport au module p, on 
obtiendra dans la congruence 

oA'm = a{A'X+By+l (modp) 

pour q(ÄX + B'f tous les non residus quadratiques de ^ (art. 98, Disqui- 
sitiones Arithmeticae)*). Donc, comme toutes lea valeurs m de l'expression 
A'XX-i-2B'XY+C'YY pour toutes les valeurs en nombres entiers des inde- 
terminees X, Y sont supposees non residus, tout non residu augmente de 
l'unite serait aussi non residu, et par cons^quenfc tous les nombres plus grands 
qu'un non residu seraient aussi non residus. 

Si a est E^, il resulterait que tous les nombres plus grands que l'unite, 
qui est B.p, seraient residus quadratiques de p. Resultats absurdes auxquels 
nous a conduit la supposition que tous les nombres representes par (Ä,B',C') 
soient N^. 



*) [Gauss' Werke, Jäd. 1, S, 75.] 



Hosledby Google 



94 THEORfeMES BELÄTIFS ÄUX POSMBS BINAIRES QUADEÄTIQDE8 

Ell designant par g un residu quadratique de f represente par la forme 
[Ä^ B\ C), il y aura des nombres entiers X', Y' qui satisfont ä l'equation 





g = ^'X'X'+2j5'Z'r'+ crr; 


en multipliant 


celle-ci par p"'+''' et faisant 




X = xy, r= r, 


iious auions 






^_jj.v+.,„ _ ^y'xx+2:ßy^-^''xr+cy^ 



Aiiisi le nombre g'p''''^^'' peut 6tre represente par la forme (-4^'^, B'p""^'\ C'p^'*'''), 
et comme celle-ci est equivalente a [A,B, C), le nombre gp^'"''^'' peut donc 
aussi ötre represente par cette derniere. 

Si le determinant d etait divisible par ^*'+*''+', le nombre gp"^'^'' ne ])our- 
rait i^tre represente par la forme (ö, 6, c), car l'equation 

ou 

exigerait a_^E.p contre notre aupposition a'^p et g^p. 

Pour l'autre cas aRp on trouve, d'une manicre analogue, que la suppo- 
sition d divisible par y+'f+' ne peut avoir liea. Ainsi comme D est divi- 
sible par 1)*''+^'', d ne sera pas divisible par une plus grande puissance de p 
que celle qui divise D. 

b". Si d est = 2 (mod 4), donc e = l = o, i> sera aussi pair, parce 
que les determinants D et d sont entre eux corame des nombres 
carres. 

6°. Si d est divisible par 4 et que les formes («, h, c), 1-^, -^^ -ö] 
soient proprement primitives, de sorte que e ^ o ^ ^ ^ I, on peut 
demontrer, de la maniere appliquee aux nombres premiers im- 
pairs p^ que d ou eed n'est pas divisible par une puissance plus 
elevee de 2 que celle qui divise D ou EED. 

7°. Si d est divisible par 4 et e;=l, E = 2^ nous d^montrerons 
que d ou eed n'est pas divisible par une puissance plus ölev^e de 
2 que celle qui divise 4_D ou EED. 
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Designons par 2" la puissance la plus elevee de 2 qui divise O, suppo- 
sons, ce qui est toujours permis, ^Tg" ^^ T i™pf-irs. En considerant le cas 
— = 1 (mod 4), nous representerons par la forme f^, --, — j un nombre 
= 6 (mod 8). Si le nombre -^, qui peut Stre representö par cette forme, 
n'est pas lui-meme =6 (mod 8), il sera =2 (mod 8). Le coeffieient -^ ^tant 
impair, on peut supposer -^ = 1 (mod 4), car si cela n'a pas lieu, la forme 
[— , -xi7, — j oü Ton a B'=B + A et C = — -^ — , remplira cette condition et 
sera äquivalente ä la forme präcedente qu'elle pourra donc remplacex dans 
nos recherches. En supposant ainsi -^ = 2 (mod 8), -^f = 1 (mod 4), et fai- 
sant X = 1 (mod 2), 1^= 2 (mod 4), on represente par 

un nombre 2h congru a ö (mod 8); et par AXXi-2BXY+ CYJ: le pro- 

duit 2k. 2'. 

Soit 

axx+2hxi/+ cyy = 2n.2'', 

la representation de 2n.2' par la forme (a, b, c). 

L'ordre o etant ägal ä 1 ou ä 2, le produit 2o sera egal ä 2°, et la der- 
niere äquation, multipliee par «, deviendra 

[ax + hijf-dyy = yW.S^"^". 

Donc d ne peut ^tre divisible par 2^*°"^^, car autrement nouw aurions —nRi, 
contre notre supposition — ^ 1 (mod 4), et m = 3 (mod 4). 

Si — est ^ 3 (mod 4), on prouve d'une maniere analogue que d n'est 
pas divisible par l'"*"'^''. 

Pour v^l on a ]' + o+2<2w+2; mais pour v egal ä zero, on a 
2v+2 = % et i' + o4-2 peut devenir ägal ä 4. Dans ce cas D est impair; 
ainsi, parce que D et d sont entre eux comme des carres, l'exposant de la 
plus grande puissance de 2 qui divise d sera pair, et d n'etant pas divisible 
par 2*"'"''"'"^ = 2*, il ne sera donc non plus divisible par 2' = ^'•'■i-''+t_ n i-^guite 
de lä que d n'est pas divisible par une plus grande puissance de 2 que 
a""*"^, qui est la plus grande puissance de 2 qui divise EED. 

8*. Si eed est divisible par 4, et que. les formes {a, &, c), 
{-77^ -Q, -ß) soient im propr erneut primitives, «sera =2, = 1, d ^ \ 
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(mod4); ainsi eed contiendra le nombre 4 comme diviseur, mais 
non pas 8. Le nombre EO ^tant divisible par eo, D par 00, EED 
sera divisible par eeoo, c'est-a-dlre par 4. 

Nous avons donc prouve, pour tout nombre premier pair ou impair, que 
sa plus grande puissance, qui divise eed, doit diviser aussi EED'^ par eou- 
sequent, ^^^ sera un nombre entier. Mais D et d sont entre eux comme 
des nombres carres; ainsi, ^ doit ätre un carre entier. 

Theoreme 11. — Pour que la forme [20, — &, 2c) de determinant 
d, de l'ordre — et de lae'*"*^ espece represente tous les nombres 
qui peuvent etre representes par i^A, j^S, 2C) de determinant D 
de l'ordre -s- et de la ^'^'»« espece, il est neeessaire et süffisant 
que la premierc forme contiennc la seconde, si E ne surpasse pas 
e; mais si e est ^ I, £ = 2, Ü faut que la forme (2a, b, -^)^ oü ö et J 
sont suppos^s irapairs, et, par suite, ^ pair (ce qui n'est pas une 
restriction de la generalite), contienne [2_4, -^-5, 2C), que le nom- 
bre des classes proprement primitives de determinant -^ "^ sur- 
passe pas celui des classes improprement primitives de meme 
determinant, et que D ne soit pas congru ä 1 (mod 8). 

1°. Si e est = J! ou e = 2, £ = 1, le nombre — ■-u — etant carre entier, 
-j- le sera aussi, nous d^signerons -j- par SS. 

Comme nous avons suppose que l'ordre de la forme (2 J., -p J5, 2C) est -^7, 
les nombres A, B, C ne peuvent etre tous pairs. Si j1 on C est impair, on 
repr^seutera par 2AXX.+ 2-^BXY+lCYY un nombre pair non divisible 
par 4, quand on prend un nombre impair pour X et pair pour Y, ou un 
nombre pair pour X et impair pour Y. Si j4, et C sont pairs, E sera egal 
ä 2, car autrement (pour E = 1), la forme serait de la seconde espece, contre 
notre supposition qu'elle est de la E'^'^° espece. En prenant des nombres 
impairs pour X et Y^ on represente aussi dans ce cas un nombre pair non 
divisible par 4, 

Dösignoßs par 2J.' un nombre qui peut ^tre represente par la forme 
h.A, -^B, 1C\ et qui n'est pas divisible par 4; il y aura, d'apres l'article 168 des 
Disquisitiones Ärithmeticae*), une forme [2^', -^B\ 2C'}, qui est equiva- 



*) [Gauss' Werke, Bd. 1, S. 144.] 
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lente ä la precedente, et de la meme espece et du mtme ordre que celle-lä. 
Si B' est pair, E sera l'unite, car autrement la forme serait de l'ordre 2 
coiitre notre supposition qu'elle est de Vordre -g-, il resulte de la q\ie 

B'+EÄ = B" est irapair, en desiguant ' eeä ' — " P^^ ^"' ^'"^^ aurons une 

forme (2^', ~B", 2C"), equivalente ä (2^', j^B\ 2C'\ et k (2A, -|-_B, 2a); dans 
la premiere forme A', B" sont impairs ; il est donc permis de supposer que 
A et B dans la forme \p.A,^B^ lC\ soient impairs. De m6me nous sup- 
poserons a et S dans (2«, — 6, 2cj impairs, 

On deduit la forme {^A,~B, 2C\ de celle (EA, B, EC), en multipliant 
les coefficients de la derniere par -^- D'apres l'article 243, 1° des Disquisitio- 
nes Arithmeticae, la forme {EA, B, EC) est la composee de (.4, B, EEG), 
et de (E, B, EAC), et, d'apres le theoreme de M. Dirichlet, la forme pro- 
prement primitive {,4, _B, EEC) represente une infinite de nombres premiers : 
soit p un de ces nombres qui ne divise pas 2D. Le nombre E pcut (Hre 
represente par (E, B, EÄC)\ donc Ep par {EA, B, EC) et -^Ep ou 2p par 
i^EA, ~B, ^EC\ c'est-a-dire par {2A,^B, 2C). Comme [^a,^b, 2c) re- 
presente tous les nombres qui peuvent etre repr^sentes par \2A,^B,2C], 
eile representera aussi 2p. La congruence 

rr = d (mod 2p) 
n'a que deux racines +)■ et —r, et la congruence 

BB~B (mod 2p), 
n'a que ces deux B. = +r^, R = —rS (med 2p). 

Designons ^^^ — par s, l'une des deux formes {2p,r,s), (2^, — r, s) sera 
proprement equivalente ä (2fl, — fo, 2c], et l'une des deux formes {2p, rd, sSÖ), 
{2p,—rd,sSd) proprement equivalente ä (2A, -^B, 20). Cela resulte imme- 
diatement de l'article 168 des Disquisitiones Arithmeticae, d'apres lequel 

il y a toujours un nombre n qui fait la forme (m, n, — j equivalente ä une 

forme donnee, si celle-ci a le döterminant A et represente le nombre m. La 
forme {2p,±r,s) se change en {2p,±rd,s6d) par la Substitution (Q'_j.a)) 
ainsi la forme riA, -^B, 2C\ sera contenue proprement ou improprement sous 
(2a, — &, 2c\ (article 159, Disquisitiones Arithmeticae)*). 

*) [Gauss' Werke, Bd. I, S. 136.] 
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2". Par les elements on sait, que la condition de [2A, -^B, 2C) contenue 
80U3 (20, —b, 2c) suffit pour que cette derniere forme repiesente tous les nom- 
bres qui peuvent 6tre representes par la premiere. 

3". Si e est =1, E = 2, le determinant D ne peut 6tre = 1 (mod 8). 

Supposons D = 1 (raod 8), la forme (4, 1, —^ — j sera improprement pri- 
mitive, et il y aura une forme proprement primitive {A', B\ C) dont la com- 
position avec (4,1, — 3— 1 ^ pour resitltante la forme improprement primitive 
(2^,-B, 2C) (article 251, Disquisitiones Arithmeticae)*). La forme {^1', £', C) 
represente aussi un nombre irapair m, et la forme (4, 1, ^— ) le nombre 4; ainsi 
la composee (2^, JS, 2C) des deux formes repiesente le produit im. Si ce produit 
etait represente par (2«, 26, 2c), il y aurait des nombres 2ly In tels, que la forme 
(4»M, 2/, 2k) serait equivalente ä (2a, 2&, 2c); et la forme (2wt, ?, n) ä la forme 
(ff, J, c). Le determinant D etant = 1 (mod 8) et —^ un carre, -^ sera = 1 (mod 8), 
et dans l'equation — = hh — ac = V—2mn\& nombre m pair, donc la forme [Im,!, n) 
est improprement primitive; mais, d' apres 1' article 161 des Disquisitiones 
Arithmeticae**), une teile forme ne peut ^quivaloir ä une forme proprement 
primitive («, b, c). II resulte de la que le determinant D ne peut etre = 1 (mod 8). 

4". Si e est = \, E = 2, le nombre des classes improprement primitives 
de determinant -r- doit etre egal au nombre des classes proprement primitives 
de mSme determinant. 

La forme (2A, B, 2C) est (d'apres l'article 243 des Disquisitiones 
Arithmeticae) la composee de la forme proprement primitive (A, B, iC) 
et de (2,1,^^ — ), paice que celle-ci ^quivaut a. (2, B^ lAC). Soit £ la 
classe de la forme (A, B, iC), et § la classe de l'une des formes proprement 
primitives (4, 1, — "^ - 1 , (4, — 1?— 7 — )j celle de l'autre est 2§, et la composition 
de [2, 1,^ — ) avec toute forme des classes 2,£ + S,£+2S, a pour resultante 
(2A,B,2C) (article 256, VII, Disquisitiones Arithmeticae)***). Designons 
par p un nombre premier non diviseur de 2j) et represente par une forme de 
la classe £ + §, il y aura dans celle-ci une forme (p, rS, söd), oü d est = -t-, 



*) [Gauss' Werke, Bd. I, S. 275.] 
**) [Gauss' Werke, Bd. I, S. 128.] 
+**) [Gauss' Werke, Bd. I, S. 2St] 



Hosledby Google 



QUi REPRESENTENT LES MEMES NOMBEKS. 99 

et }■ une racine impaire de la coiigruence 

rr6d = D = jÖÖ (moip). 

La forme (2^, £, 2C), qui est la composee de (2, 1, -^~-\ et de tonte forme 
de la clasae £ + § representera le produit 2p. 

Si le nombre 2p peut etre repr^sente par (2a, 2&, 2c), la forme (a, b, c) 
de determinant -j; representera p, et sera par consequent equivalente ä l'une 
des deux (p, r, s), {p, —r, s), ce qui resulte de Tarticle 168, comme nous avons 
vn auparavant. I-a forme (p^±r,s) se change en {p,rd.,säd) par la Sub- 
stitution (n'4,ÄJj donc la classe l de la forme (ß, J, c) contient proprement 
ou improprement la classe £ + S de la forme (p, rd, sS8). De la m^me ma- 
niere on pronve que A contient 2 et 2+2S. Chacune des formes U, +1, -^ — \ 
(4, —1, — T — j öquivaut proprement ou improprement ä chacune des [4, ö, - 3S\ 

iij—S, ■ dd\ ces dernieres formes sont contenaes sous [4, 3, — t^-U^, — 1, ^7-); 
donc les classes i] et 27) de celles-ci contiendront les elasses § et 1§. Comme 
les classes A et tj contiennent respectivement 2 et § , la composee A -j- v) des deux 
premieres contiendra, d'apres l'article 238 des Disquisitiones Arithmeticae*), 
la composee 2 + S des deixx dernieres, et comme A et 2vj contiennent £+1§ 
et 2@, la composee A + 2y) contiendra 2+2S + 2S, c'est-ä-dire 2+§, parce que 
la classe 30 est la principale. Les trois classes A, A + tj, A + 27] contenant 
ainsi toutes celie £ + @, chaque forme de ces classes representera le nombre 
premier p, que nous avons suppose repr^sentable par une forme de la classe 
£+ä. II resulte de lä que les deux formes (p, j-, s) et (j9, — )■, s) appartiennent 
aux trois classes A, A + tj, A + 2vj; donc, au moins, deux de ces classes sont 
identiques. On voit facilement que cela ne peut avoir lieu si t] n'est pas la 
classe principale, mais dans ce cas le nombre des classes improprement pri- 
mitives est egal ä celui des proprement primitives de determinant -j (artiele 
256, VII). 

5°. Si e est = \, E = 2, la forme (2«, ö, -|-j doit contenir proprement 
ou improprement {'2.A, B, 2C). 

Nous avons vu que (2A, B, 2C) est la composee de (2,1,^^^ — | et de 
toute forme des classes 2,2 + §,2 + 2§. Comme {p,rS,sSS) appartient ä 2 + §, 



*) [Gauss' Werko, Bd. I, S, 253,] 
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la composee hp, r3, --dd) de {p, rd\ sää) et de (2, 1, ■^-^) ou de (2, r, "'^^ ) 
sera äquivalente a {^^A, B, 2C). Dans la forme («, ö, c) le coefficient c est 
divisible par 4, puisque a et b sont impairs et bb — ac est ^ -r- ^ D ^ 1 
(mod 4), la composee de cette forme et de (2, 1, ~ J sera donc (2«, b, -^y 
Comme (ß, &, c) equivaut ä l'une des deux (p, r, s), {p, —r, s), la forme 
(2a, 6, y] equivaut aussi ä Tone des deux (2p, ±r,-^], qui resulte de la 
composition de {p,±r,s) et de [2, 1, — ^]- Mais (2^, ±r,-|-) se change en 
(2^, rd, -jSö] par la Substitution Iq' , J; ainsi la forme [2«, J, y] qui est 
equivalente a la premiere, contiendra proprement ou improprement (2^, B, 2C), 
qui est equivalente ä la seconde. 

6°. La derniere partie du theoreme, savoir, que ces trois conditions sont 
süffisantes pour que la forme (2«, 2b, 2c) represente tous les nombres repre- 
sentes par {2A, B, 2C), peut ßtre d^montr^e au moyen des principes de la 
repr^sentation des nombres par des formes et de ceux de la composition des 
formes; mais nous preferons donner ici une Substitution en nombres rompus, 
par laquelle on obtient, pour tout Systeme de valeurs X, Y en nombres 
entiers, qui satisfont k l'equation 

m = 2AXX+2SXY+2CYT, 

un Systeme de nombres entiers x, y, qui servent a representer le nombre m 
par la forme %axx-\- ^hxy-k-tcyy. 

Les deux premieres conditions (en 3° et 4°) peuvent 6tre remplacees par 
celle-ci, que les plus petites valeurs positives T, U qui satisfont ä l'equation 

TT-^UU =^ 4, 
4 ' 

soient des nombres impairs. En effet, si .D est = 1 (mod 8), -7- le sera aussi, 
et les nombres T, U sont pairs. Si -j est = — 3, nous aurons T ^ 1, C/ =: 1- 
mais pour le determinant — 3, il n'y a qu'une seule classe proprement primitive 
et une seule improprement primitive. Tour les autres determinants ^ negatifs 
congrus ä 5 (mod 8), T est = 2, U^ 0, et le nombre des classes impropre- 
ment primitives plus petit que celui des classes proprement primitives. Si 
-j est positif = 5 (mod 8), d'apres un theoreme de M. Diricblet (Recher- 
ches sur diverses applications de l'Analyse infinitesimale a la 
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th6orie des Nombres, § 8, IIL Journal de Grelle, t. XXI, p. 11)*) les 
entiers T et ü seront impairs ou pairs, selon que le nombre des classes pro- 
prement primitives est egal au nombre des classes impropTement primitives 
ou egal au triple de celui-ci. 

Au moyen de cet enonce des conditions, il est facile de demontrer qu'il 
y a toujours des nombres u, t, tels que la Substitution 

2x = ax'+ ßij', 
2y = YX-^Öy', 

dans laqiielle les coefficients satisfont aux equatiolis 

« = t~hii, 



y = au 



uu -■ 



et par laquelle la forme 
se change en 



2axx + 4:J>x!/+ 2cyy 



2ax'x'+ 2bxY+—y'y 



donne des entiers x, y pour chaque Systeme de nombres entiers a^, y'. En 
effet, « et |3 sont toujours pairs et 8 entier, parce que h est impair, y pair, 
t et u ensemble pairs ou impairs; si y' est pair, toute Solution en nombres 
pairs t, u de l'equation 



remplira notre but, parce qu'elle fait y pair. Si y' est impair, x' pair, on 
prendra celle des deux Solutions en nombres impairs t = T, u = U et t = T, 
u = —U, pour laquelle t + bu est divisible par 4, car alors S sera pair. On 
voit faeilement que l'un, et seulement Tun des deux nombres pairs T+bU 
et T~bU, est divisible par 4, puisque leur somme 2T ne Test pas. Dans 

*) [Dirichlet's Werke, Bd. I, S. 447.] 
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Ic cas de y' et af impairs, nous prenons celle des deux Solutions en nombres 
impaiis t = T, ti = ü et t = T, u = —ü, pour laquelle t + bu n'est pas divi- 
sible par 4, car cclle-ci fait y et ^ impairs, ainsi yx'+Sy' est pair. 

La forme (2«, 26, 2c) represente donc tous les nombres qui peuvent etre 
representes par (2a,b,-^\, et comme celle-ci contient {2j4, 5, 2C), et repre- 
sente ainsi tous les nombres representes par (2 J., _B, 2C), la premicre 
(2«, Ih, 2c) representera tous les nombres qui peuvent dixe representes par 
{2Ä,B,2C). 

Theoreme III. — Pour que la forme («, b, c) de dctermi- 
nant d, de l'ordre o, de la e'^'"' espece, et la forme (A, B, C) de 
dcterminant D, de l'ordre O, de la E^^""" espece, representent tou- 
jours les mfemes nombres, il est necessaire et su f f i sant qu'au 
moins l'une des deux formes contienne l'autre, que oe seit = OE 
et eed = EED, et outre cela, si e et ^ sont inegaux, que — = -^^ 
ait la forme S&+5, et que pour ce nombre comme determiuaut, il 
y ait autant de classes improjirement primitives que de classes 
proprement primitives. 

Comme la forme {a, b, c) represente tous les nombres representes par 
(A, B, C), et que celle-ci represente tous les nombres representes par (a, b, c), 
on a, d'apres le premier thcoreme eo = EO, eed — EED. En multipliant 
les six coefficienta des deux formes par 2, et les divisant par eo = EO, on 
obtient des formes (2a', ^b\ 2c'V (2A\ ^B', IC'V qui sont des ordres — et ~, 
et de la e'^"* et ^'™* espece. II est aise de voir que ces deux formes doivent 
representer toujours les mfimes nombres, et qu'on peut leur appliquer directe- 
ment le theoreme preccdent; on trouvera de cette maniere le theoreme propose. 
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V. 

ZAHLBNTHEORETISCHB BEMBRKUlfa 

(Auszug aiis einem Briefe an Hfirrn Kronecker vom 14. Ifai 1863.) 



[Crelle's Journal für die reine und angewandte Mathematit, hrsg. von Krouccker und Weit 
Bd. 100, 3,447—448. Berlin 1SS7,] 



. . . Von Ihrem gütigen Anerbieten, die lOassenanzahl der Determinanten, 
auf welche sich die Abzahlung in Art. 303 der Disquisitiones Arith- 
metieae (Gauss' Werke, Bd. I, S. 367) bezieht, mit den Ihrigen vergleichen 
zu wollen, mache ich sogleich Gebrauch, indem ich Ihnen diese Determi- 
nanten, so weit sie sich aus Gauss' Tafel ergeben, vorlege. 

Diese Tafel der Anzahl der Klassen ist doch von geringerem Umfange, 
als mein Gedächtniss angab. Sie erstreckt sich nur über neunundvierzig 
Hunderte, nämlich das 1. bis 30-, 43-, 51., 61. bis 63., 91. bis 100., 117. bis 
120. Hundert negativer Determinanten. Jedes Hundert ist so geordnet wie 
das 100''", das ich in genauer Abschrift hier einlege*). Die Bedeutung der 
einzelnen Zahlen findet sich nicht aufgezeichnet und ist auch ebenso schnell 
zu errathen, wie aus einer Beschreibung zu entnehmen. Die Angabe der 
irregulären Determinanten habe ich nicht ganz vollständig gefunden; z. B. 
fehlt der Indes irregul. (*3*) bei der Determinante —972, für welche die 
beiden Formen (7, 1, 139) und (13, 4, 76) ein vollständiges System von Fun- 
damentalklassen , deren Periodenzahlen bezüglich 6 und 3 sind, repräsentiren**). 



*) [Gauss' Werke, Bd. 11, S. 463.] 
**) [Gauss' Werke, Bd. II, S. 452 und S. 522.] 



Hosledby Google 



104 ZAHLENTHEOHETISCHE BEMERKUNG. 

Es beruht dies auch nicht auf einem Schreibfehler in der Angabe —974 (*3*); 
denn hierfür geben die Formen (3, 1, 325) und (15, I, 65) ein voUstäudigea 
System von Fundamentalklassen resp. mit den Feriodenzahlen 12 und 3. 

Sie interessirten Sich für die Art, wie ich die Ancepsklassen bei der 
Untersuchung über die Darstellung der Primzahlen durch quadratische Formen 
behandelt habe. Mit Anwendung des Satzes, 

dass bei einem vollständigen System von (eigentlich primitiven) Funda- 
mentalklassen die Periodenzahlen derjenigen Fundamentalklassen, die dem 
Hauptgenus angehören, ungerade sind, 
ergab sich mir, dass für die in Dirichlets Sinne (Monataberichte IS-IÖ, 
März 5)*) gebrauchten L^ die Summe Slogi^j erstreckt über alle die L^, 
welche den von der Hauptklasse verschiedenen 2 ~' Ancepsklassen entsprechen, 
bis auf eine selbst für q ~ endlich bleibende Grösse, durch 



2*1-1 S 



dargestellt werden kann , worin für /' alle durch Formen der bestimmten 
Determinante darstellbaren Primzahlen, für f^ aber nur die durch Formen des 
Hauptgenus darstellbaren zu setzen sind. Hiermit ist das Problem auf die 
Reihen zurückgeführt, die Dirichlet in seinen Untersuchungen über die 
arithmetische Progression**) behandelt hat, . . , 

*) [Diriclilet, Über eine Eigenschaft der quadratischen Formen; Werke, Bd. I, S. 497^502.] 
**) [Dirichlct's Werke, Bd, I, S. 313— 343,] 
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VI. 

FORTSETZUNG DER UNTERSUCHUNGEN 
ÜBER DAS ARITHMETISCH-GEOMETRISCHE MITTEL. 



[Carl Friedrich Gauss' Werke, herausgegeben von Ernst Schering im Auftrage der Königlichen 
Gesellscliaft der Wissens cliaften ku Güttingen. Bd. III, S. 375— -iOa. Göttingen 1866*).] 



Die weiteren Untersuchungen von Gauss über das arithmetisch - geo- 
metrische Mittel sind so unvollständig, nur in den Endformeln und mit so 
wechselnder Bezeichnung niedergeschrieben, dass fast alle Übersicht fehlen 
würde, wenn der Abdruck nur jene Formeln ohne nebenhergehende Erläuterung 
wiedergäbe. In den folgenden Artikeln habe ich die im Nachlasse gefundenen 
Stellen hervorgehoben und durch solchen Gedankengang verbunden, wie er 
vielleicht die Veranlassung gewesen ist, dass Gauss die betreffenden Resul- 
tate unter einem erkennbaren gemeinsamen Gesichtspunkte aufgestellt hat**). 



An mehreren Stellen bedient sich Gauss neben den in den vorher- 
gehenden Artikeln betrachteten beiden ursprünglichen Reihen von Grössen 
(a, 6), welche sich auf dasselbe arithmetisch -geometrische Mittel beziehen, 
auch noch einer dritten Reihe von Grössen (c), die mit jenen durch die 

*) [Aus den Büchern der Dieterich'schen Universitäts-Druckerei ergiebt sich, dass der letzte Bogeu 
der obigen Abhandlung (No, VI) am 3. Juni 1868 gedruckt ist und der Druck von Band III der Gauss' sehen 
Werke am 25 November 1868 abgeschlossen wurde] 

**) [Die folgenden Artikel 12 bis 26 schliesaen aii^h an die II Artikel einer im Nachlasse von Gauss 
vorgefundenen Abhandlung über das arithmetisih geometrische Mittel an, die in Gauss' Werken, Bd. III, 
S. 361—374 verofienthcht ist Dei m den Äitikeln 12 bis 26 von Gauss herrührende Text ist im Fol- 
genden durch ctiiwPH Diutk henoigchuhin] 

11 
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Gleichung aa = hh + cc, welche für jeden gemeinsamen Index der drei Glieder 
(«, 6, c) gilt, zusammenhängt. Nach den Festsetzungen in Art. 2*) können 
die Gleichungen zur Berechnung der rück- und vorwärts folgenden, aus «, i, c 
abgeleiteten Grössen in die Form gebracht werden; 

... "a = 'a-\-'c, h = a-v c, a, 2a' = a + i), 2a" =^ a'+i', ... 
... "b = k—'c, 'h =^ a~G, ö, h'h' = ah, h"h" =^ a'h', 

. . . "g"g =^ i'a'c, 'c'c =^ iac, c, 2c' = a — h, 2c" = a'—h', . . , 
Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass, während 

M(a, h) = M{a", 6") = MC«, "6) = lim ö" = lim i" für m = oo 
ist, 

M(<7,c) = 2''M:(ö",c'') = 2-"M("a,"c) = lim-^ =^ Hm-J- für m = oo 

wird, und sich damit die dem ersten Beispiel in Art. 3**) angefügte Bemerkung,, 
dass die "a, ""^'ö, ""''^ö etwa wie die Glieder einer geometrischen Eeihe mit 
dem Quotienten 2 zunehmen als allgemein gültig erweist, ferner dass für den 
im Beispiel 4 Art. 3 berechneten Fall a = b\ß = c\f2 bei jedem n 

ist. Die Art der Annäherung jener Grössen an ihre Grenzwerthe ergiebt 
sich aus den folgenden E.eihenentwickelungen 

M(a,b} = ö"-c"+'-c»+' (;"+■"-■-■ 

Kla^c) = 2-\''c+2-'-'."+'&-2-''-=.''+'& 2-"-'". "*"';. 

U(a,hy = i\V+lc\c'--^c''^\c"-' |c-™. «"+--.- 

M(a,cy = 2-=^^fl.''a-^2-=^"ö.''&-|2-^="-^"+'ö.''+■& 1 2-^"-^'". ''+™6. "+";;-■.. 

M(«,C)= = 2-'\''c.\ + ~2-'«.'h.''h-~2-'''-\"^'b.''+'b |.2-=«-m_n+™j,_n+m5 



*) [Gauss' Werke, Ed, III, S. S62.] 
**) [Gauss' Werke, Ed. IH, S. 363.] 
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VM(ii, S) = Va'-V's^'-V«"'- 



-VF=^ 



\/M:(o,c) = \/2""-"i! + V2^""'-""»-V'2^""'-"'S- 



■T 


M(ii,S) 


2 


M(o, c) 


IT 


M(«, i) 


2 


M(a,c) 


IT 


M(ii,») 


2 


M((j,!)) 


7t 


M(a,c) 


2 


M(«,6) 



= js-log«— - + ■: 
= ~log2^ + . 



^log2,^- 
B , 1 "'e 



S^l»g2CTST;-- 



In den vier letzten Gleichungen ist -^ statt der für beständig wachsendes 
m geltenden Grenzwerthe beziehungsweise von 



M(g', c") 



log 4 -5^ 



M(a-,<!') 



MCo,-S) , "o M("(i,"S) , „ "«« 



Vß'vn " ^' M(»-,s") •* 

das ist statt des Grenzwerthes von M(l,£)log— für bis zur Null abnehmende 
positive Werthe des e gesetzt. Es folgt nämlich zunächst aus jenen Glei- 
chungen, in welchen, wie die Relationen 



(IF 



1 + ^ 



leicht erkennen lassen, die zu logarithmirenden Werthe, so bald sie alle reell 
sind, vom zweiten Gliede der Reihe an beständig bis zur Einheit hin ab- 
nehmen, dass die gesuchte Grösse eine völlig bestimmte und z. B., wenn man 
a ^ b\ß ^ c\j2 setzt, eine zwischen den Grenzen -3-log2 und -j-log2 einge- 
schlossene Grösse ist. Die obigen Gleichungen gelten auch für complexe 
A''''erthe der Veränderlichen, wenn man n ^ setzt und diejenigen Werthe 
der log^a, log^c, log«, logö, logc, logfl", logö™ zu Grunde legt, welche durch 
stetige Änderung derselben aus den reellen Grössen folgen. Nimmt man nun 
als ein System («, b, c) das der Bedingung a = b\l2 = csß unterworfene und 
aus reellen Grössen bestehende, ferner als anderes System {cc,ß,y) dasjenige, 
für welches a = c, ß = b \tnL, y~a=:b\j2=c\/2 ist und die durch Wurzel- 
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Ausziehung zu bestimmenden Wertlie ß'" und ""y positive reelle Theile er- 
halten, so kann man ein drittes veränderliches System (A, B, C) aufstellen, 
welches von dem einen (a, b, c) zu dem andern («, ß, y) stetig übergeht, und 
zwar so, dass bei diesem Übergang keine der Veränderlichen '^A, "C, A, B, 
C, A", J¥" den Werth Null berührt oder einen negativen reellen Theil erhält. 
Die letzte jener Gleichungen, n gleich Null gesetzt, gilt also sowohl für das 
System {«, h, c) wie für («, |3, 7), und da 



M(«,^) = 



^(H-\tn)M(a,6), M(«,y) = M(ß,c) = M(a,i) 



ist, wird -^ y/ITT = logy^; es hat also iz die gebräuchliche Bedeutung als 
Verhältniss-Zahl der Länge des Ümfangs eines Kreises zu dessen Durchmesser. 

Mit Hülfe dieser Betrachtung lasst sich auch die Richtigkeit der fol- 
genden von Gauss aufgezeichneten Bemerkung erweisen, der ich die hier 
benutzte Bezeichnungsweise zu Grunde lege und ein von Gauss berechnetes 
Beispiel folgen lasse : 

Die arithmetisch-geometrischen Mittel gestalten sich anders, wenn man für ein 
6', b", b'", ... den negativen Werth wählt: doch sind alle Restdtate in folgender 
Form begriffen: 

1 _ 1 iik 

mia,b) ~ M{a,b)'^ M(a,c)' 

wo k eine ganze reelle Zahl bedeutet. 

l für einen imaginären Werth des a.-g. Mittels: 



-. 3.0000000 log.. 0.4771213 
-- 1.0000000 0.0000000 



r 3.0000000 log . 
: 2,8284270 



0.4771213 
0.4515450 



0.2385B0fi 



^■C ■■ 



: 2.9129510 



0.4643332 



' = 1.8660254 



0.2709175 —■%= 2.9135822 0.4644273 

4 

0.2697953 

0.2703568 

0.2703564 

0,2703566 
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a 


= 


3.0000000 




log. 


.0.4771213 









h 


= 


1.0000000 






0.0000000 


360" 






a' 


= 


2.0000000 




0.3010300 









V 


= 


- 1.7320508 




0.2385606 


180" 






o" 


= 


0.1339746 






9.1270225 









r 


= 




+ 1.8612098i 




0.2697953 


90" 






d" 


= 


0.0668873 


+ 0.93060491 




9.9698876 


85" 


52' 


58" 10 


¥' 


= 


0.3530969 


+ 0.3530969* 




9.6984089 


45 








o"" 


= 


0.2100421 


+ 0.6418ö09i 




9.8295254 


71 


52 


46.58 


6"" 


= 


0.2836930 


+ 0.6208239. 




9.8341482 


65 


26 


29.05 


o' 


= 


0.2468676 


+ 0.6313374. 




9.8311572 


68 


38 


36.05 


V 


= 


0,2470649 


+ 0.6324002» 




9.8318368 


68 


39 


37.82 


o" 


= 


0.24696625 + 0.63186881 




9.8314971 


68 


39 


6.95 


S'' 


= 


0.24696625 + 0.6318685i 




9.8314970 


68 


39 


6.93 


o™ 


= 


0.24696625 + 0.63186865* 




9.83149705 


68 


39 


6.94 



m{a,h) 



-h 0.5365910- 1.3728804i 



M(a,i) M(a, c) 



Die Differentiale erster Ordnung der einzelnen Glieder des vollständigen 

Algorithmus eines arithmetisch-geometrischen Mittels sind in Artikel 9*) auf 

zweierlei Weise zu einander in Beziehung gesetzt. Die eine umfasst nur die 

Differentiale der Logarithmen der Quotienten jener Grössen; sie ergiebt sich 

aus der wiederholten Anwendung der beiden Relationen 

a' ai-d 

aa ^ oo + cc, —j- = — —- 

und kann durch Benutzung der im vorhergehenden Artikel gewonnenen Re- 
sultate zu einer Werthbestimmung des Differentials vom Quotienten zweier 
zusammengehörigen arithmetisch - geometrischen Mittel erweitert und so dar- 
gestellt werden, dass — dlog — , welches mit A bezeichnet werden mag, für 
jedes positive nnd negative n (wenn nämlich ein negativer nachstehender 



'=) [Gauss' Werke, Bd. lil, B. 372.] 
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Index n als gleichbedeutend mit einem voranstellenden positiven Index von 
gleicher absoluter Grösse gedeutet wird) 

1 1 ,, e" 1 1 ,, c^ 1 1 ,, o" TT 1 -,, ma,c) 

ist. Die andere Beziehung erstreckt sich auch mit auf die Differentiale der 
Logarithmen von zweigliedrigen Producten; sie folgt aus 

h'b' = ab und 'ch = 4ö;c 
in der Form 

dlogCa^.n = dlog(a™+'.i'"^')-A.3'"+'.c'"«.c"*' 

und ergiebt, wenn man m bis zur unendlichen Grenze wachsen lässt, die in 
Artikel 9 aufgestellte Gleichung und die dieser entsprechende, nämlich 
2dlogM(ffi,ö) = dlog(«°.&°)+A|2''+'.c''+'. 6"+' + ■■■ + 2"+"'. 0"+". £"+"" + ■■■} 
2diogM(a,c) = dlog("a.''c)-A|2-''-'.''"'6.'^+'& + -.- + 2-"-'". "^'"6. "+"& + ■■■}■ 
Hieraus kann durch Elimination der Differentiale mit Hülfe des oben 
gefundenen Ausdrucks für A die Gleichung 

— M(a,?')M(ff,c) = 2--<-^«_^<-.i5_,..-n5 g»-. j,n-._j,n-i 

+ 2'',ß''.ß''-2"+'.c''+'.c"+' 2''+'".c''+™.c"+" 

abgeleitet werden, welche Gauss neben der im vorigen Artikel wiedergege- 
benen ersten Gleichung für ~ ' \\f'\ aufgezeichnet hat, ohne den Weg, auf 
welchem beide Gleichungen gefunden waren, anzudeuten. 



Für die vollständigen Differentiale zweiter Ordnung findet man unmittel- 
bar aus den Ausdrücken für A, dass jedes mit gemeinsamen Index behaftete 
System von Gliedern a^h,c die drei Gleichungen 



-^dlog|.dlogö = |d[i-dlog|-) 
-^dlog|--dlog6 = -d(~dlog^^ 
i-dlog|-.d]og. =id(|d!og|) 
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ÜBER DAS AEITHMETISCH-GEOMETEISCHE MITTEL. 111 

erfüllt. Multiplicirt man darin die Zähler und Nenner unter den zweimal 
zu differentiirenden Logarithmen der Reihe nach mit a, b, c und löst alle 
Logarithmen von Quotienten in Differenzen von Logarithmen auf, so ersieht 
man leicht, dass der Ausdruck 

y d log a" . d log &"~ — d f -^ d log a" hA , 

der mit D bezeichnet werden soll, seinen Werth nicht ändert, wenn man 
statt fl" und 6° setzt a" und c" oder &" und c". Nimmt man das Büttel der 
beiden letzten so entstandenen Ausdrücke und berücksichtigt, dass 

dlogfl^+dlogö" = 2dlog6""''' 
ist, so folgt, dass man in jenem Ausdrucke ohne dessen Werth zu ändern statt 
der beiden genannten Grössen auch c" und V''' setzen kann, und ferner, wenn 
man in diesem wieder dlogc" durch y d log 0°"^' + y d log c""^' ersetzt, dass man 
mit demselben Erfolge o""'"' und 6°^' statt a" und 6" setzen kann. Es ist also 
der "Werth jenes Differential-Ausdrucks unabhängig von n und demnach gleich 

J) ^= -r-dlog6".dlog c" — — d |-Y-dlogi"c''j 

= ^ dlogc".dlog(t'' — — d j-T-dlogc''rt''] 

= — dloga\dlog 6"-- d(^ydlog «"£.") 

Setzt man a als unveränderlich voraus, so wird 

D = Abbcc = — &&dlogö = ccdlogc, 
und es entsteht die in Artikel 8*) aus der Eeihenentwickelung abgeleitete, 
für -jjTf-^T und -^ .^ --r- als Werthe von ji geltende Differentialgleichiing 

ddp r--d,M. — AA&5cc.ft == 0, 

aus welcher sich nach den Untersuchungen in der Abhandlung »Determi- 



*) [Gauss' Werke, Bd. III, S. 370,] 
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natio seriei nostrac per aecLuationem differentialem secundi 
ordinis"*) auch wieder die Darstellung durch die Gaussischen Reihen 



M(«» ~ ^ 1,2' 2' ■"' aar M(a,c) '■ V^ ' 2 ' ' aa] 

und als specielle Fälle der dortigen Gleichungen (90.) und (96.) der oben 
Art. 12 gefundene Grenzwerth von M(l,e)log— und die im vorigen Artikel 
aufgestellte Differentialgleichung erster Ordnung zwischen M(a,i) und M(a,c) 
ergeben. 



Die Differentialgleichung zweiter Ordnung fiär die Glieder der Reihe 
des arithmetisch -geometrischen Mittels nimmt eine Form an, in welcher sie 
Differentiale nur von Quotienten der Veränderlichen enthält, wenn man mit 
einer beliebigen Grösse e den Ausdruck 

D + d /-^ d log e] + -^ (d log cf 

bildet: dieser Ausdruck, dessen Werth also unabhängig von n ist und sich 
auch nicht ändert, wenn man fc" und c" oder c'^ und «" statt a" und ö" setzt, 
wird nämlich gleich 

_ ^/ss^. a( ' . d V/?»1) ^ -3^ (a log l^f 

Derselbe vei'wandelt sich für beständig wachsende positive und negative n in 

^ ' ' [äm.{a,by e ) ^ ' ' {am.{a,cy e ) 

dagegen für n gleich Null und für a, b, c als besondere "VVerthe von e be- 
ziehungsweise in 

+ \hl)cc, —Accaa, —Aa-aÜ. 



Setzt man also zur Abkürzung 



i/ a ij b v/ c ma,h) , 



'') [Gauss' Werke, Bd. III, S- 207.] 
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. wird mit Rücksicht auf die Gleichung für A in Art. 13 



U] 


-M 
ad 


von 


»df,/ .aM- 

gleicher Form werden die 


5. älog^ ,.. 

r'/ \dlog?/ 
Ausdrücke für 


-■) = -?, 

-Am(»,c) 

M(<., 

'■m(«, 


1^ in 


1 

logS 


■ a- 




' M(«, c 


V " 


i' " 






)' » K(»,») 


• Vm(<.,«)' 





Die Elimination von je zwei der drei Grössen p, j, r ergiebt 
j 1 1 ji fii^ ^ df ^ d "^ ^1^' ^^ ^ df ^ d M 1 = 
als Differentialgleichung sowohl für p als auch für q und für r, das ist für 

statt log^ darin gesetzt denkt, als Differentialgleichung für y -^u^ -^ , V K<a c T 



Die Darstellung der Quotienten der Grössen a, b, c, M(«, ?)), M(a, c) durch 
Reihen, die nach Potenzen von ?/* oder / fortschreiten, lässt sich mit Hülfe 
der Fundamentalsätze cSes hier zu untersuchenden Algorithmus z. B. in 
folgender Weise ausführen. 

Nach der Definition von y und dem in Art. I 2 für den rückwärts ver- 
längerten Algorithmus aufgestellten Satze wird 

"" M(a,c) ^ 



also nach den Gleichungen in Art, 12 der Grenzwerth von -jTj '■^'' ^ ■ y w^|-j;sy 
für ein immer wachsendes w, oder was dasselbe ist, der Grenzwerth von 
^y^^r(y), wo )■(?/) statt V/ijA^ gesetzt ist, für bis zur Null abnehmendes 
positives y" gleich der Einheit. 

Bezeichnen wir noch y ^^ " ^, - und y w^^^- durch p{y) und ?(*/), so folgt 
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aus aa = bb + cc und den beiden Gleichungen für \^(cijbj in xA-rt. 12 

r{yT= piyy-liyf- 
'Die Keihen für p^ q, r, welche nach ganzen Potenzen von y' fortschreiten 
und diesen Bedingungen genügen, findet man, so weit man die Entwickelung 
ausführt, von der Form 

p(y) ^ l + 2y + 2y' + 2f +■■■ + 2^'"^ +... 

q{y) = l-2y + 2y' - 2f +■■■±2»/''" +-■■ 

Bass das hier angedeutete Gesetz für die Bildung der Glieder das allge- 
mein gültige ist, scheint Gauss unter Anderem auch auf folgende Art be- 
wiesen zu haben. Neben den entsprechenden Gleichungen, welche sich auf 
Eeihen mit zwei Argumenten beziehen und weiter unten in Art. 23 und 25 
Platz finden werden, hat Gauss sich die Aufzeichnung gemacht: 

Zur Theorie der Zerlegung der Zahlen in vier Quadrate. 

Das Theorem: das Product zweier Summen von vier Quadraten ist selbst 
eine Summe von vier Quadraten, wird am einfachsten so dargestellt: 
es seien l, m, A, ji, A', [i sechs complexe Zahlen, so dass A, A' und ft, (i socürt sind. 
Durch N bezeichne man die Norm. Es ist dann 

(Ni + Nm}(NA + Nfi) = N(U + m.u) + N(V'-'«A') 
und also auch 

= N j (« + «; + ^«„ — '*„, ) + i{—n + n, + n„ + w„,) | 
+ N |(n + 3*, — »;, + K,„) — i (+ n — n, + »„ + «,„) j - 
Hieraus lassen sich leicht die beiden folgenden Sätze ableiten, in welchen 
verschiedene Darstellungen einer Zahl durch eine Summe von vier Quadrat- 
zahlen sich beziehen auf die verschiedenen Werthesysteme der vier Wurzeln 
mit Berücksichtigung sowohl der Zeichen als auch der Eeihenfolge der 
Wurzeln, worin ferner unter den geraden Zahlen auch die Null mit be- 
griffen wird. 
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Ist das Vierfache einer Zahl von der Form ik + l durch vier ungerade 
Qaadratzahlen darstellbar, so ist sie selbst halb so oft durch eine ungerade 
und drei gerade Quadratzahlen darstellbar; und umgekehrt, ist eine Zahl in 
der letzteren Weise darstellbar, so ist ihr Vierfaches doppelt so oft in der 
ersteren Weise darstellbar. 

Ist das Vierfache einer Zahl von der Form 4Ä + 3 durch vier ungerade 
Quadratzahlen darstellbar, so ist sie selbst halb so oft durch eine gerade und 
drei ungerade Quadratzahlen darstellbar; und umgekehrt, ist eine Zahl in 
der letzteren Weise darstellbar, so ist ihr Vierfaches doppelt so oft in der 
ersteren Weise darstellbar. 

Mit Hülfe dieser beiden Sätze lässt sich unmittelbar beweisen, dass die 
obigen Reihen der Gleichung r [y)* === p{yf — q{ijf genügen, und ferner durch 
die wiederholte Anwendung dieser Relation, dass, wenn man nach dem Schema 

iJ + 3 = ^P"> P-9. =^ 2r", {p")''-(i-"y = {'i'J 

aus den Werthen der Quadrate der beiden ersten Reihen, nämlich pp und qq, 
als Anfangsglieder die Glieder des Algorithmus eines arithmetisch-geometrischen 
Mittels für positive gerade Indices bildet, auch 

wird. Durch Übereans^ zu dem Grenzwerthe von n entsteht also nach Art. 12: 



HpI'.M) = 1, 



: M.[pp,qq) 



Aus den im vorhergehenden Artikel abgeleiteten Eigenschaften der durch 
die dort aufgestellten Reihen definirten Functionen p, q, r folgt, dass, wenn 
a,h,c drei die Gleichung aa = bh-i- cc erfüllende Grössen sind, sie in die 
Form gesetzt werden können 

o = Mia,h).p(y)% i = Mia,b).q{yy, c = M{a, &),?■(»/)% 
und dass dann -^^ = — t," ' r sein muss. Setzt man nun noch 

a = U{a,c).p{sy, c = M(a,c).2(^)% b = M{a,c).r{sf, 
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SO wird 

IT M(ö, ö) log?/ 

Der durch die Vereinigung dieser beiden Darstellungen sich ergebende 
Satz ist von Gauss so ausgesprochen worden, dass die Functionen 



$(() = l + 2e~'"+2e~^'''+^e''"" +■ 


..+ 2,-""' +. 


0(i) = l-2i!"'''+2e~*'"-2e~''°' +. 


..±2«""""' q:. 


SI!(() = 2e"'"' +2c^'''+2i!-"='+. 


..+ 2,-(..+ !)-=^<+. 


Gleichungen 




*« = i*(4)' °(" = iK4)- 


SI!(() = -jw-Ql 
Vi 



genügen, worin die Quadratwurzeln mit solchen^ Zeichen zu nehmen sind, 
dass der reelle Theil positiv ist. 

Aus dieser und der anderen von ihm aufgezeichneten Eigenschaft der- 
selben Functionen, dass nämlich 

^{t) = £iit + i), 0(0 - ¥{i + i), n{t) = \ß.mit + i) 

ist, scheint Gauss den folgenden Satz abgeleitet zu haben: 
£s seien «, ß, y, d ganze reelle Zahlen, 

uS-ßy = 1, f ~^j = ('. 
'^'^ ' d + yti 

Wir unterscheiden 6 Falle, jenackdein nach dem Modulus 2 



JEs ist dann 







h^it') = 5ß(0 0(0 3i(0 0(0 9f(0 ^(0 

;*ri((') = 0(0 ¥(0 0(0 Hi) ^(0 ^(0 

Ä9i(i') = SR(0 Sf{(0 ¥(0 5ß(0 ^(0 ^(0 



_ - \/*n*+r*0. 
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worin X für die Factoren der drei runctionen ^, Q, 9? im Allgemeinen ver- 
schiedene Wertlie hat. 
Ist hier 

t = -1— 1- — -, t = ~ — ; , —d =^ hh — ac ^ hh ~ac, 

a a 

so geht die Form (a, h, c) in (a, b', c') über durch die Transformation (j^ "„)■ 

Zusammenhang zwischen den Formen des negativen Determinanten —p und 

den summatorischen Functionen. 

Sind nämlich die Formen (a, b, c), (A, B, C) aequivalent, so ist die Function 

f in Betracht zu ziehen, wo f{t) ^ /"(w), so wohl wenn -~ ganze Zahl ah wenn 

« = ¥■ 

Jeder Classe entspricht dann ein bestimmter Werth von f{-£~- — ^j- 



18. 
Mit dem Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels hat Gauss 
einen andern in Verbindung gebracht, welcher ebenfalls wie jener von zwei 
gegebenen Grössen, die hier a und ß bezeichnet werden sollen, ausgeht und 
auf eine solche Form zurückgeführt werden kann, dass viele Analogien mit 
jenem sich zeigen, wenn nämlich 

ia'a' = ia-\-lJ, h'V ~ ab, u. s. f. 
ia'ß' = (« + ff , V§,' = aß, u. s, f. 

gesetzt wird. Ebenso wie die bisherigen Untersuchungen durch Einführung 
der die Gleichung aa ^bb + cc erfüllenden Grösse c bedeutend übersichtlicher 
wurden, wird hier eine entsprechende Vereinfachung der Formeln erreicht, 
wenn man y durch die Gleichung aa = bß + cy und S durch 

bc{by-cß) = ca{ay-~cci) ^ ah{b<ic-aß) = abcä , 

so wie y", ö" durch dieselben Gleichungen, nachdem allen Zeichen der Index 
n gegeben ist, einführt. Unter den zwischen diesen Grössen bestehenden 
Relationen finden die folgenden bei der Untersuchung dieses Algorithmus 
vielfache Anwendung 
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K + j3 ^ 7-ä a-^ß^ ^ y±d_ a + y ^ ß + S a-y ^ ß-S 

a+b c ' a~b c ' a+e b ' a—c b 

a\ S ) c'\ 2 I' P V ' 

«» + «ä = (i/i + ,y = ~(«ß + rä) - |{»y-/i«) = «(«■+/) 

««-„. = (i/j-*ä = ~(p,~„ä) = -i(«/ä-7ä) = 6(a'-/) 

Die Grenzwerthe der Glieder in den sieben Reihen von Grössen a, 6, c, 
K, ß, y, d lassen sich auf die folgenden vier zurückführen 

h = M(ß, i) = limffl" = limfe" 

71 M(«, &) „ 2 3 n-1 

^■^ V 4«" 4a a V a" V a V a'" V a" 



Wenn « und ^ und alle Grössen u", &", positiv sind, so nehmen ~ und 
■^^ von den Werthen ~ und -^ an beständig bis zur Einheit ab; es er- 
geben also die vorstehenden Ausdrücke einen bestimmten Werth für x. Das 
Gleiche folgt für tj, wenn y, S und alle c" und 6° positiv sind, aus 

-j-jS = iim{?£ = hmv'?: = * v^-v'??-v'?¥-'- {z"?!-^ ■••, 

li-' ^ y k y h b y a ä y a S y a d V a""' 5""' ' 

wenn aber S negativ ist, aus der von Gauss angewandten Snbstitution 
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y-^ = tang Ü . ^~ = tang V . \J~ = \/i^i^U .img V = tang Ü' 

y-^ = tang 2 f/'. y~ = tang 2 F'. \/^ = \/täng2l/'.-taiig27' = tang2?7" 
Ü' + r = 27" 

y^-TT = tang 40"" . V/|ir = tang iV" . \/-;r = V^ang 4 ü" . tang 4 F" = tang 417'" 
U" + V" = 27'- 

y^^ = tang2"0".y-^„- = tang2"F".\/~ =- Vtäi^P^" ■ tang 2" F" =^ tang 2" C""' 
Ü" + F" = 2F"+", 



oasinr/''+ öZicosEP =: nb — 






sinF' := -^, cosF' ^^ ~-^i «acosF^ + äö sinF^ = ab — 

c ß ' c ß' ß 

ist, und diese Gleichungen auch gelten, wenn a°, b", c", r", ß", y", Ö", 2"f7'', 2''"F° 
statt a, h, c, «, ß, y, d, f, V gesetzt werden, so dass also 

Tj = Jim e = hm e = e 

sich ergiebt. 

Für 5 = verschwinden alle ö", und es wird 



v'i^-v'f^i^^^T. te>^='. 



Vergleicht man die Grenzwerthe h, p, x, -q, tt, zu denen man gelangt, 
wenn man bei der Bildung des combinirten Algorithmus von den Grössen 
ö, b, K, ß ausgegangen ist, mit den Grenzwerthen k', y\ x', r[, u', zu denen man 
gelangen würde, wenn man bei solchem Algorithmus von den bestimmten 
zuvor erhaltenen Grössen a', b', a, ß' als Anfangsgliedern ausginge, so ersieht 
man unmittelbar, dass 



k' = Ic, y' = yy, 



k' 
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sein muss und dass durch die nach diesem Gesetze gebildeten .Gleichungen 
die den a", J", «", ^" entsprechenden Grenzwerthe Ä", y", x", tj", «t" sich ergeben. 
Aus den Gleichungen von der Form 

a' ~' a + b' a' tt ~ \a + ßj ' a' y' ^ \y + d j 

folgt, dass, wenn alle Glieder des Algorithmus positiv werden, t/, yri und — 
kleiner als die Einheit sind. 

Die von Gauss angegebene Methode zur Bestimmung des Grenzwerthes 
für XJ" und F" und ebenso die Bestimmung von -^ mit Zuhülfenahme jener 
"Winkel führt bei Rechnungen mit Zahlen sehr rasch zum Ziele. Weniger 
bequem für Zahlenrechnungen sind die obigen Formeln zur Bestimmung eines 
reellen y) und des zugehörigen -|-- Dieser Umstand wird die Veranlassung 
gewesen sein, wesshalb Gauss den Algorithmus 

__ A + B_ _ ÜÄS« ' 

^ 2 ' -" - TvnrST 

^ Ä'+B' _ ZA'B'a" 

2 ' 1>'(Ä'+1)-) 



u. s, f. mit licm Grenzwerthe 

i 6 V o_B ■ V a'S' ' V o"j5" ' V o' 



b"A- 
B~ ' 



;elU hat, welcher sich auf den obigen zurückführen läist, wenn man 
B = ß setzt, weil dann 



'-^f\'^ß. i<-^^\/-f;.v«i, 



wird. Die Bestimmung eines reellen -q ist in Gauss' Aufzeichnungen durch 
eine Lücke unvollendet gelassen; sie ergiebt sich aber, wenn man aus C = y, 
und D = S denselben Algorithmus wie eben aus A und B bildet, denn dann 



IL JlLL C/IK sl'W ."/ Trc^ 
" s ■ V I.Z1 ■ V dl)' ■ V li'iy ' V IrW "' 
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und diese Grössen C, D nähern sich rasch dem Werthe y '^yS, während y" 
nnd 5" zugleich entweder bedeutend wachsen oder abnehmen, sobald 4-*/°*'j 
sich von dor Einheit unterscheidet. 



Die Beziehungen zwischen den Differentialen der zu untersuchenden 
Grössen sind besonders einfach, wenn a und h ungeändert bleiben; es ergiebt 
sich dann unmittelbar aus den Bedingungsgleichungen zwischen Gliedern mit 
gleichem Index, dass der Ausdruck -^ pr y -^-r ■ d log ^h- seinen Werth nicht 
ändert, wenn darin der Reihe nach «, (J, y, S statt /3, y, S, a gesetzt wird. Die 
beiden so erhaltenen Ausdrücke können zu einem dem ersteren entsprechenden 
Ausdruck für den Index n + l vereinigt werden; der Werth dieses Ausdrucks 
ist also auch unabhängig vom Index n. Durch Übergang zur Grenze und 
durch Vergleichung mit den Differentialen der auf verschiedene Weise ge- 
bildeten Quotienten ergiebt sich 

k *' a y ßy ° a b V ay ° ß c \ aß ^ y c Y ß ^ S 

eine Relation, welche also immer gilt, wenn die Indices der a, b, c, «, ß, y, *, vj 
um gleich viel Einheiten vermehrt werden. Hieraus folgt der von Gauss 
aufgezeichnete Satz : 

r au f dV u 



I 



J \Jaa sinü' + ibcosU^ J \/aa coaV + bbsmV ^ 

Mit Hülfe der Gleichung für d log f^ lassen sich durch wiederholte An- 
wendung derselben unmittelbar die Reihen für die Differentiale der einzelnen 
Grössen k, ß, y, Ö aufstellen; für ein negatives d entsteht 



dlog — 


7. ""«4 ,. "'"ä^ ».y 

= c' sin 2 r + c" sin 2" F" + c" sin 2" V" + 


Au 



diog- 



äu sinU 



cosF 
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20. 

Die Differentiale zweiter Ordnung, welclie auf die Grösse vj als einzige 
unabhängige Veränderliche sich beziehen, können unmittelbar durch Diffe- 
rentiation der Differentialgleichung erster Ordnung hergeleitet und die Be- 
stimmung ihrer Werthe kann in der Weise dargestellt werden, dass die Aus- 
drücke von der Form 



d 



1 L dlogvj J l 



dlog-/] L diogv] J 2 dlogT( dlogvj 
für die mit irgend welchem gemeinsamen Index behafteten «, (3, y, d ver- 
schwinden, in welcher Reihenfolge die ß, (5, y, i? auch darin eingesetzt sein 
mögen. Multiplicirt man Zähler und Nenner unter dem zweimal zu diffe- 
rentiirenden Logarithmus mit ;J, ersetzt aß durch h'ß' und die Derivirten 
erster Ordnung durch ihre Werthe, so erhält man für zwei aufeinander fol- 
gende Indices 



(dlogY])" ^ U ß' kk ß 2 kh 
und hieraus durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung und mit Zuhülfe- 
nahme der in Art. 13 für dlogM(«,J) gefundenen Reihe die Gleichung 

dlog-^ ddlog-^ 



1 ac y 

2 Ick « 

1 ac « 


"■°4 1 „„ f 


2 kk y 


(dlog,)- ' 2 ü « 



dlogs/ (d log Vi)- 

ddlog-2 

= "(dl^^ 

welche ihre Gültigkeit behält, wenn «, h, c, a, ß, y, Ä, z, «/, vj mit irgend einem 
gemeinsamen, von Null verschiedenen Index behaftet werden, 

Durch die Vereinigung dieses Resultats mit der im vorigen Artikel ge- 
fundenen Entwickelung von dlog— ergiebt sich die von Gauss gefundene 
Werthausmittelung des Integrals 

\ aa amü^ + hb coaü^ äü = f — — — ■ ■ - 

= -T- !«'«'— 2c"c"— ic"'c"'—8c""c"" j 

+ c' sin 2F'-c" sin 4F"- c'" sin 87'"- c""sin 16F"" 
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21. 

Bildet man die Gleichungen zwischen den Derivirten der a, ß, y, d nach 
der Grösse y als der unabhängigen Veränderlichen, so müssen dieselben 
CoSfficienten dieser Derivirten entstehen, wie in den Gleichungen für die 
Differentiale nach k], und da die letzteren Gleichungen in solche Form gebracht 
werden können, dass die Verhältnisse zwischen den Derivirten von Quotienten 
bestimmt werden, so müssen die erwähnten Coefficienten auch diesen Deri- 
virten umgekehrt proportional sein. Ersetzt man sie durch deren reciproke 
Werthe, so ersieht man, dass auch die übrigen Glieder jener Gleichungen 
durch solche Derivirten dargestellt werden können und zwar so, dass der 
Ausdruck von der Form 

L dlog^f J _ 1_ ^ KU 

äi„g|-| 2 aiog, 

dlogTj J 

für einen beliebigen gemeinsamen Index der Zeichen «, (3, y, 3, x, y, yj seinen 
Werth nicht ändert, in welcher Reihenfolge man auch die Grössen k, ß, y, 8 
mit einander vertauscht. Vergleicht man diesen Ausdruck, welcher sich auf 
"fl"! ~^) '^i y bezieht, mit demjenigen für -^ = -^, —y^ ^1=" "'i^i y' = yy und 
beachtet, dass nach Art. 19 



rdlog|"| ^ dlogi älogy Rlog-^l 

L dlogv) J dlogr, dlogvj ' L d log 71 J 



d log — r d log - 



log V) J d log v; d log V] ' L d log 7^ J d log ij d log i] 

ist, so ergiebt sich, dass der Werth jenes Ausdrucks auch unabhängig von 
dem Index der Zeichen «, ß, y, 8, x, */, vj und, wie aus den Grenzwerthen 
folgt, gleich Null sein muss. 

um die Derivirte nach y von jeder einzelnen der vier Grössen «, (3,7, S 
zu bestimmen, wird zunächst erforderlich sein, jenen Ausdruck so zu ver- 
wandeln, dass er nur zwei der Grössen enthält. Dies kann z. B. mit Hülfe 
der im vorhergehenden Artikel bestimmten, nach i] genommenen zweiten 
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Derivirten der Quotienten geschehen, so dass also alle Ausdrücke 



aiog-p- 


ddlog-^- 
(dlog,)' 


2 d log vj 


iiogj 


dlogy 


diogi] 



verschwinden, in welcher Reihenfolge auch a,ß^y,d mit einander vertauscht 
werden und welcher gemeinsame Index ihnen und den Zeichen y, -/, t] ge- 
geben werde. Ersetzt man ■^ durch -^, ttß durch b'ß' und nach dem vorher- 
gehenden Artikel 



^ log IT 



2d\ogif 
so ersieht man, dass der Ausdruck 

dlog^ ddlog-^ 






uiogfV 

L dlogvi J 



Alogy (dlogTjj^ 2 L dlog>i 

seinem Werthe nach ungeändert bleibt, hicht nur, wie eben gefunden, wenn 
ß mit ff oder y oder S vertauscht wird, sondern auch wenn diesen Grössen 
zugleich mit y, x, vj ein beliebiger gemeinsamer Index gegeben wird. Für 
einen beständig wachsenden Index verschwindet der Werth des Ausdrucks 
und durch Multiplication mit -rv . entsteht demnach 

d\/|- dd\/| 
dlogj/ (dlogTj)' ~ 
als partielle Differentialgleichung für jede der Grossen «, ß, y, 8. 

22. 

Alle Glieder des Algorithmus sind ihrem Werthe nach abhängig von 
vier Grössen; als solche dürfen a, b, «, ß angenommen werden, aber auch 
/i!,y, z, Tj, weil diese unabhängig von einander sich ändern können. Sämmt- 
liche Gleichungen zwischen den Gliedern der Reihen lassen sich in solche 
Form bringen, dass sie sowohl in Bezug auf a, b, c, .. ., a", 6", c". Je als auch 
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in Bezug auf 



■-nM^n^n^ 



homogen sind. Die Verhältnisse zwischen diesen letzteren hängen also nicht 
von Z; und z, sondern allein von y und vj ab; wir können also 

setzen und aus den Betrachtungen in Art. 18 folgt dann, dass diese Functio- 
nen P, Q, ü, 8 dieselben bleiben, wenn k, (3, 7, d, z, ^, v] mit einem beliebigen 
Index versehen werden. Aus demselben Artikel folgt auch, mit Benutzung 
der in Artikel 15 gebrauchten Bezeichnung, für die mit einem gleichen Index 
behafteten a, h, c, y 



S(J,1) = 0; 

ferner als Gleichungen, welche denjenigen entsprechen, durch die die Grössen 
y und S bestimmt wurden, 



qqrr(ttBR-~rrQQ) 


= rriyp{ppRR-rrFP) 


-VPnin^F-ppQQ) 


= ppqqrrSS 


FF+QQ RR-SS 


FF-qq BB + SS 


Pias) '(yy) ' 


»■(»s) iH»») 


FF+RR QQ + SS 


FF-RR QQ-SS 


pWy) ä(Vj) ' 


äCV>) Pi\l!/) 



und als Gleichungen, die das Bildungsgesetz des Algoritlimus darstellen, 

Spiyy)-F(sy,r,ri) = FF+QQ, 2p(yy).R{yy,r,r,-) = RB + SS 
ir{,jii).R{yy,m) = FF-QQ, 2r(,j,j).F(,j,j,rj,) = BB-SS 

<i(yy)-Q(yy,n) = fq, iiys)- S(yy,r,r,) = bb, 
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worin alle Functionen, hinter denen kein Argument geschrieben ist, sich auf 
die einfachen y und vj beziehen. 

Zur Berechnung der Wcrthe der Functionen, welche gegebenen Werthen 
von ~ ^ M. und U oder V zugehören, erhält man aus der Gaussischen 
Formel für H oder x, wenn man zur Abkürzung 







(«» 


sin 2" 


F")' + (4''cos2"i7-)' = 


setzt, 


die Gleichung 


eil 


e 


^= -ei 

r co>U 



32 

Die Bestimmung der Grössen k, p, x, y; als Grenzwerthe lässt erkennen, 
dass bei geeigneter, hier noch zulässiger Wahl der Vorzeichen der Functio- 
nen P, Q, R, S für bis zur Null abnehmende Werthe von p, yr^, i die Aus- 
drücke 

P(^,.), Q{y,-,). ^^, ^^ 

sich dem Grenzwerthe Eins nähern, dass aber für ein beständig abnehmendes 
y und ein endliches reelles u die Ausdrücke 

n,.e'-). m,y"), ÄO, ^(^Zü 

jenen Grenzwerth haben. 

Die Functionen P, Q, JJ, iS haben reelle Werthe für ein complexes 13* 
von der Form e"'" und bleiben bis auf iiS, welches nur sein Zeichen wechselt, 
ungeändert, wenn man u 'va. —u verwandelt; es ist also 



M-^) 
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23. 

Bildet man denselben Algorithmus, wie vorher für a, ß, y, S, jetzt für 
A, B, C, D und macht A ^ y, i? = 5, so wird offenbar für jedes n, A° = y"^ 
B^ = d", C" = k", ZJ" = (5" und also für die Grenzwerthe K, H, welche den 
Grenzwerthen -/, tj entsprechen, 







demnach bestehen die Functionalgleichungen 




-(-^) «(-^) ^1-^) «(-^) - 


■'r""\ 


P Q i? S ^ 


' 


Macht man aber A = ß^ B = k, so wird C = -d, D = 


= — y und für 


jedes n, welches gleich oder grösser als Eins ist, A" = «', B" 


= ß-, c = f, 


D^=^ ä"; man erhält also 




Q(p,-ri) P(y,-rJ iS{y,-r,) iB{y,'~-n) 
F Q li S 


= 1. 


Setzt man endlich 




2 VI^ = V«+ V^, 2 v'c^ = V«- V^. 




so wird für jedes n > 1 




2^^'^' = \J^^+\lb'^', 2C"^' = V^ä-'-VF^ 




2i?-+- =: V^^«" + V^^''. 2iJ"+' ==. V^V-V^ 




2^3^' = v^+V^T 2\,'cr^ = \/ß^-V'^, 4^"+'C"'-^' 


= c>« 



2«(!/»,l)" = 9P + P«, 2S (!/!,,,)■ = sP-?e 
pl^y).PCß,T,) = rr+BB, q{^).F{\ls,t) = QQ-SS, KVs)-K(\ä;,,) = 2PJ! 
S{V!')-«(V5>l) = FF^MB, jJCVrt.eCVy.l) = C« + SS, >-(V?)-S(V5,l) - 2«S, 
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WO wieder diejenigen Functionen, denen keine Argumente beigefügt sind, 
sich, auf die einfachen y und -/] beziehen. 

Der so erhaltene neue Algorithmus, bei welchem man von den Functio- 
nen P, Q, li, S mit den Argumenten y, v) zu den Functionen mit den Ar- 
gumenten yy^t] übergeht, ist offenbar der von Gauss in Art. 16 der «De- 
terminatio attractionis quam in punctum quodvis positionis da- 
tae exerceret planeta etc.«*) angewandte. 

Die Relationen zwischen den Functionen, welche sich auf die beiden 
beliebigen Werthe |, vj des zweiten Arguments beziehen, und denjenigen 
Functionen mit den zweiten Argumenten |vj und — lassen sich auf ver- 
schiedene Weise mit Hülfe des für k, ß aufgestellten Algorithmus ableiten. 
Die Methode, für welche die Entwickelungen am wenigsten weitläufig sind, 
ist wohl diejenige, welche sich auf Functionen bezieht, in denen neben den 
zweiten Argumenten Ivj und — als erstes Argument das Quadrat von dem 
ersten Argument der Functionen, welche |, tj als zweites Argument haben, 
auftritt. 

24. 

Bei dem Algorithmus des arithmetisch -geometrischen Mittels ergeben 
die durch Rückwärts - Verlängerung entstehenden Glieder mit Hülfe der 
Gleichungen 

i^ — ^ — \ _ ± 
"a "c "b ~ 2" 

die Glieder «„, c^, J^ die ebenso von a, c abhängen, wie a^^h'^^c" von a, 6. 
Vertauscht man dementsprechend bei dem combinirten Algorithmus gleich- 
zeitig h mit c und ß mit y, iässt a ungeändert, so wechselt d nur sein Zeichen; 
wir erhalten also einen Algorithmus, der ebenso von «, c, a, y abhängt wie 
der bisher betrachtete von a, b, a, /J, wenn wir setzen 

a^ = a, y^ = ß, ßo = V, <5„ = -d 



*) [Gauss" Werke, Bd. III, S. S52,] 
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und SO fort bis zu den GrenzwertUen 

limon = limCn = M(a,c) = l 

lim 






■"r 



Es sind also a, y, ß, —d ebensolche Functionen von i, z, A, C, wie a, ß, y, 8 von 
k, y, X. 7], und da y allein von y und t) abhängt und zwar auf dieselbe Weise 
wie -r von ti und y, so muss für -^^ = -r-^j 



PC«, C) 


«(J/,1) 


S(»,C) 


iS(ä, 


!"(»,-',) 


i:(!/,i) 


Ä(!/,l) 



sein, wobei ausser T auch noch C als Function von y, ij zu bestimmen ist 
und zwar C so, dass ^, tj, C der Reihe nach mit s, C, vj vertauscht werden 
können, d. i. also so, dass 



logy 



■■ ?[(logl)'.('ogO'] 



log^ -rLV-B.;,.-Bwa- 9 [(log 0% (log ,7] 
wird. 

Für die P, Q, ü als Quadratwurzeln aus -^, -7-, -^ sind hier gleiche Vor- 
zeichen genommen, weil nach Art. 1 8 v) und C zugleich den Werth 1 an- 
nehmen und also nach Art, 22 und 17 



P(»,l) _ 


. P(«,l) 


-IS^^-(-^)-^pW = 


?(«) 


'W 


?W 


P(S, 1) 


"" ec»,!) 


J>(!/) 


2(S) 


■■(») 






-v'-F-\/^:^ 









wird und hier dasjenige Vorzeichen der Quadratwurzel gilt, für welches der 
reelle Theil positiv wird. 

Lässt man die zweiten Argumente C, vj sich in ihre reciproken Werthe 
verwandeln, so bleiben P, Q, R ungeändert und nur -S wechselt sein Zeichen; 
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T{y,%) = ^■(j.i), 



und eine entsprechende Bedingung gilt für y als Function von vj, C, was durch 
die oben aufgestellte Form der tp-Function angedeutet sein soll. 

Transformirt man in der Gleichung, durch welche T eingeführt ist, die 
P, Q, R, S in der Weise, dass die Argumente g, C, y, r^ einmal in z, — C, y, 
~, dann in \/ä, C, yy, tjt] übergehen, und berücksichtigt, dass 





Pltjij) 


ä(»!/) 




^y/: 


-log\^ 




ist, so 


erhält man 
















iS(ä,-C) 

Q(n,vJ 


P(«,- 


-0 J!(^,-i:) 
, Q is(\/«, g 

11) S(j./,r,,) 




1(S, 


r i/r,/ 


■P(»!(,'il) 


7t 

-log; 


^•^■fe..)- = 


= nyy.vA 




log!/ _ 7t 

r. " log 


s ~ 


?[(logi;)', (logO'l 


= ?[(1» 


gl)', 


(Tti + logC)'] 






log)/?/ TT 

log\ 


/r-^ 


!?t(i»gi)'.(i»g':)") 


= <p[(l«g^l"rl)' 


■.(logO'l 




imd daher 


















2'(!/ 


,,) ^/-'f?-. 


(log,)- 
, 41og!/ 












log«/ it + 
7t logÄ 


logC 









hierin ist das Vorzeichen der Quadratwurzel so zu nehmen, dass der reelle 

'lose 



Theil derselben positiv wird, das Vorzeichen von ±^'-j^;- aber so, dass der 



■eclle Theil dieses Ausdrucks negativ wird. 



Aus den Functionalgleichungen für P, Q, Ji, Ä, welche bei der Ver- 
wandlung des zweiten Arguments tj in seinen reciproken "Werth, bei der 
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Zeiehenänderung desselben und bei der Multiplication desselben mit dem 
ersten Argument y stattfinden, so wie aus den bekannten Werthen der Func- 
tionen für t\ = 1 oder auch aus der in Art. 2 1 für die allgemeinen Functionen 
aufgestellten partiellen Differentialgleichung folgt, dass, wenn P, Q, R, S sich 
in Eeihen nach ganzen wachsenden Potenzen von i/' und rf entwickeln lassen, 
diese 

Piy,T,) = 1 + !/(') -s- ■^~') + ?/'(V + ^"')+ 2/V + >]'")+ y"(V + i-r')+- + '-- 

sein müssen. 

Dass durch die Reihen P, Q multiplicirt in den Grenzwerth s/ll die 
Grössen \/Ä, \fB dargestellt werden, auf welche der von Gauss benutzte am 
Schluss des Art. 18 wiedergegebene Algorithmus sich bezieht, ist im hand- 
schriftlichen Nachlasse als besonderer Lehrsatz ausgesprochen und zugleich 
bemerkt, dass 



tang--i7 = 



tang V 



tang 2 U" 



!/'smy!i-i/'sm- 


< + !)■ 


™¥«-» ™¥» + -" 


i 1 ä 3 
y' sin u — y*sin 3m 


+ »■• 
+ !/■■ 


5 w 7 
COSg-M + l/» COS^M + ... 

sin 5m — y^ sin 7m h — 


y^cosu +3* cos 3 m 
y'ain 2m -/sin 6m 


+ </' 


COS 5m +^* cos 7m +■■■ 
sinlOM-j/"sinl4w + --. 


ff cos 2m +?/' cos 6m 


+ »' 


cos 10m + ?/ ' cos 14m H — 



wird. Für den Satz, dass die Reihen P, Q den Functionalgleichungen ge- 
nügen, welche den besprochenen Algorithmus bestimmen und welche oben in 
Art. 22 zusammengestellt sind, hat Gauss ausser dem Beweise, der sich auf 
die Verwandlung jener Reihen in unendliche Producte stützt und der in der 
unten folgenden Abhandlung »Hundert Theoreme über die neuen Trans- 
scendenten«*) enthalten ist, wahrscheinlich auch noch einen anderen Beweis 



*) [Gauss' Werke, Bd. III, S. 461.] 
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geführt, welcher sich leicht aus den oben in Art. 16 gemachten Andentungei 
ergiebt. 



Bezeichnen wir, abweichend von der in den vorhergehenden Artikeln 

befolgten Weise, die ersten Derivirten der Functionen P(i/, vj), Q()/, tj), R(i/,ri), 
S(i/,-^) nach der Grösse logv] als unabhängiger Veränderlichen mit P\ Q', 
R\ S' und die zweiten Derivirten nach derselben Grösse mit P", Q", R'\ S", 
ferner die ersten Derivirten der Functionen p(y), q{y), r{-y) nach log^ als 
unabhängiger Veränderlichen mit p', y', r', so folgt aus den für «, h, c, «, /5, y, d 
gefundenen Differentialgleichungen 

qr'—rq' __ pr'—rp' __ (ip'—pg_' 1 

S'7'* ^Pi* PS'*' * 

FS'-Sr _ QS'- SQ' _ ES'-SR' _ QR'-BQ' _ PR'~Rr _ QF-FQ' _ 1 



qqPR rrFQ ppPS qqQS 

BE 
' PF '' 



' ER ~ SS 4.''^'" SS 

= -{- = j!'-(#+2»-{2/#+4.(;/7+8r(j/7 + -j 

ddp _ dp 
(dlogT^)" ~ dlogy ' 

welcher letzteren Gleichung jede der Functionen P,Q,JR,8 genügt. Die 
vorhergehende mehrfache Gleichung zwischen den ersten und zweiten Deri- 
virten der Functionen nach der Grösse logv] findet sich, soweit sie sich auf 
P und S bezieht, in Gauss' handschriftlichem Nachlasse an einer von den 
übrigen Untersuchungen dieser Functionen getrennten Stelle. Es sind dort 
P,S,p,r in einer für diese specielle Entwickelung etwas bequemeren Form 
als die hier benutzte durch ihre ßeihen definirt, und es heisst dann, so 
wird 
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PP = + p(,jy) ■P(sä/,i/r,)+ >(i/j/) ■B{s!),t,r,) 
SS = - ritjif] ■P(i(i/,ii>i)+ ii(!/s) ■'Rijiy,in)\ 

Mer ist noch zu bemerken {wovon jedoch der Beweis tiefer liegt) 

'''"'■insls "'■''"'"dl^ = \p(<i!i!-'{ty)-\p(.V'jf-r{y9f\, 

also 

FT-PP' S'S'-SS" 1/PP , SS "i ,,,,,, ,, , ,,| 
p-j gg = ~'^[-gg- + ^ipj-P(<J<J>'i-{ys)-\l>{ss)'-r{tjyy\; 

noch findet man 

PS'-SP = -i|si*+3j,*-5s"-7/»+8!y''' + jx 

x|i/*(>l'' + rr')-/(V + l'')-!/'''('l' + l"") + - + i' 

Das Quadrat des zweiten Factors im anderen Theite der vorstehenden Gleichung 
wird 

= r.Q{y,r,-r{) + q.B{y,r,-ii). 

Der erste Factor*) wird 



= \pi'J'j)' + r(jiyf\\l --\p{yyf-r(y!iy\p{y<j)r{yy) 1 
Zusammen wird, reductis reducendis 

(PHI-SPf = ^\p(<,sy + r(3,ff\p(sy)P(sy,-n)-rlyy)It(!,y,r,ri)\x 

X \r(yy)P(ys,-'n) +y to)-E(!/!/, iii)j 
= ^\lP{s!iy-r(n)''irP-^plns)r{s»)SS]x 

x[2p(yy}r(9s)FF+lp(syy-r{ysy]SS\. 



*) Gauaa meint Mermit nur die erste Klammer, also ohne den Factor — ■ 
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Setst man 


also 














-iS 

F 


7] = 


/' 






V 2p{yy)^ 


''"f - sin 9 

'(yy) 




so wird 














äy 






2m 






cosi 


~r{yyr]'w. 


if+[g(yy)' + r 


(</»)■]■ sin 9- 




'lyyT+'by)' 
2i>(yy)'-(yy) 
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VII. 

DIB FUNDAMENTAL-CLASSBN DER ZUSAMMEN- 
SETZBAREN ARITHMETISCHEN FORMEN. 



1' Küiiigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Güttingen überreicht am 11. Juli 18ö8 und veröffectlicht 
in dem vieraehnten Bande der »Ahliandlungena derselben, 1869.] 



Der Begriff der Zusammensetzung oder Composition arithmetischer Formen 
ist von Gauss eingeführt und zwar zunächst für die binären quadratischen 
Formen*). Die Untersuchungen, die er diesem Gegenstande gewidmet hat, 
bilden einen sehr umfangreichen Theil seiner »Disquisitiones Arithme- 
ticaeii (1801) und gehören zu den schönsten und fruchtbarsten Gebieten, 
welche der Wissenschaft durch dieses Werk eröffnet sind. Der Hauptlehrsatz, 
der die "Übertragung des Begriffs der Composition von den Formen auf die 
Classen der letzteren gestattet, dass nämlich die Classe einer Form, welche 
aus anderen Formen durch Zusammensetzung entstanden ist, allein von den 
Classen abhängt, denen die einzelnen bei der Zusammensetzung angewandten 
Formen angehören, wird von Gauss durch eine einzige Entwickelung un- 
mittelbar in der vollständigsten Allgemeinheit bewiesen. Eine bedeutende 
Vereinfachung im Gedankengange und in den analytischen Entwickelungen 
entsteht , wenn man von dem Falle ausgeht , in welchem die zusammen- 
zusetzenden Formen eigentlich primitiv sind, gleiche mittlere Coeffioienten 
und als erste Cogfficienten relative Primzahlen enthalten. Dirichlet hat 
diese Untersuchung in einer eigenen Abhandlung »De formarum binaria- 



*) [Gauss' Worke, Bd. I, 8,2^9,] 
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rum secundi gradus compositione« (1851)*), durchgefülirt ; aber auch 
der hier gegebene Beweis lässt sich noch vereinfachen, wie auch Herr Kro- 
necker bemerkt hat, wenn man von vier eigentlich primitiven, paarweise 
einander aequivalenten Formen, deren mittlere Coefficienten einander gleich, 
deren erste Coefficienten zu einander relativ pritn sind, ausgeht und wenn 
man die Composition zweier dieser Formen, über deren Aequivalenz oder 
Nichtaequivalenz keine Voraussetzung gemacht ist, vergleicht mit der Com- 
position der beiden andern, diesen einzeln aequivalenten Formen. 

In den DÜisquisitlones Arithmeticae« giebt Gauss die Eintheilung 
der Classen in Genera, leitet mit Hülfe der Lehre von der Composition der 
Formen eine obere Grenze für die Anzahl dieser Geschlechter ab und erhält 
dadurch das Hülfsmittel zu einem Beweise des Reciprocitats-Satzes für die 
quadratischen Reste. Die vollständige Bestimmung der Anzahl der Geschlechter 
leitet Gauss in jenem Werke aus der Lehre von der Composition der Formen 
und der Theorie der ternäi-en quadratischen Formen ab. Dieselbe Bestimmung 
giebt Dirichlet 1839 in seinen »Recherchea sur diverses applica- 
tions de l'analyse infinitesimale ä la theorie des nombres«**) auf 
einem ganz verschiedenen Wege ohne jene beiden Gebiete der Zahlentheorie 
zu berühren. 

Die Lehre von der Composition der Classen bietet Gauss ein Mittel 
dar zu noch einer anderen Eintheilung und Anordnung derselben, nämlich nach 
Perioden, von denen jede alle die Classen umfasst, welche durch wiederholte 
Composition aus irgend einer in derselben entstehen können. Diejenigen 
Determinanten, deren sämmtliche Classen des sogenannten Haupt-Geschlechts 
in einer einzigen Periode dargestellt werden , ^ennt Gauss reguläre , die 
anderen irreguläre, und für diese bestimmt er Exponenten der Irregularität. 
Einige Eigenschaften dieser Exponenten werden in dem Artikel 30 6, VII L der 
Disquisitiones Arithmeticae***) ohne Beweis aufgestellt, sowie auch einige 
Andeutungen über eine zweckmässige Auswahl der Perioden in dem Artikel 
306, XX gegeben. Unter Gauss handschriftlichem Nachlasse findet sich für die 
Durchführung dieser Untersuchung ein kurzer wahrscheinlich im Jahre 1801 auf- 

*) [Dirichlet's Werke, Bd. II, S, 105—114,] 
**) [Dirichlet's Werke, Bd. I, 8,411—496.] 
***) [Gauss' Werke, Bd. I, )S, 374.] 
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gezeichneter Anfang »Demonstration de quelques theoremes con- 
cemants les periodes des classes des formes binaires«, den ich 
im II. Bande von Gauss' Werken*) habe abdrucken lassen. Meine hier 
vorliegenden Untersuchungen, die auch jene Fragen mit erledigen, folgen 
einem anderen als dem in jenem Anfange zu einer Abhandlung erkennbaren 
Wege. Aus mehreren Gründen habe ich aber geglaubt, meine im Jahre 
1855 von der Gauss'schen Arbeit unabhängig gefundene Methode in der 
folgenden Darstellung beibehalten zu müssen. 

Der hier bewiesene Lehrsatz, dass es für jede Determinante solche — von 
mir Fundamental-Classcn genannte — Classen giebt, durch deren wiederholte 
Zusammensetzung mit einander jede Classe der Determinante entsteht und 
zwar jede nur auf eine Weise, wenn man von einer Classe nicht mehr Com- 
positionen zulässt als ihre Periode Classen enthält, bietet vielfache Anwendung. 
Mit Hülfe dieses Satzes und der Beziehung zwischen der Anzahl der Funda- 
mental- Classen, denen gerade Perioden -Zahlen zugehÖren, und der Anzahl 
der Geschlechter der Formen habe ich nach Vorbild des von Dirichlet in 
den Monatsberichten der Berliner Aeademie der Wissenschaften für den 
speciellen Fall regulärer Primzahl-Determinanten gegebenen Beweises**), allge- 
mein nachgewiesen, dass jede eigentlich primitive Form unendlich viele Prim- 
zahlen darstellt. Ein Satz welcher mir in meiner Abhandlung »Theoremes 
relatifs aux formes binaires quadratiques qui representent les 
mfemes nombres« Liouville's Journal, 2. s^rie, t. IV, 1859***), dazu gedient 
hat, zuerst streng zu beweisen, dass zwei primitive Formen, welche dieselben 
Zahlen darstellen, einander eigentlich oder uneigentlich äquivalent sein müssen. 

Mit Hülfe der Eigenschaften der Fundamental -Classen lässt sich auch 
der von Dirichlet in einer Notiz der Comptes rendus hebdomadaires 1840, 
17. Febr. angedeutete Satzt) beweisen, dass eine eigentlich primitive binäre 
quadratische Form auch unendlich viele solche Primzahlen darstellt, die 
zugleich in einer beliebig bestimmten, mit den Characteren des Geschlechts 
jener quadratischen Form verträglichen, linearen Form enthalten sind. 

*) [Gauss' Werke, Bd. II, S. 260—268.] 
**) [Dirichlet'a Werke, Bd. I, S. 497— 502: Über eine Eigenschaft der iiuadratischen Formen,] 
***) [Siehe S. 87—102 dieses Bandes.] 
t) [Diriclilet'a Werke, Bd. 1, S. 619—623: Sur la tMorie des nombres.] 

18 
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Die fundamental- Classen bieten die Möglichkeit, eine Tabelle der zu 
gegebenen Determinanten zugehörigen Classen aufzustellen, ohne dafür einen 
zu grossen Eaum in Ansprach zu nehmen und doch die zum Gebrauch der 
Tabelle noch erforderliche Hülfsrecbnung auf ein geringes Maass zu be- 
schränken, wenn man z.B., wie ich es bei den Berichtigungen der Gauss'schen 
Tafein der Anzahl der Classen gegebener Determinanten in Gauss' "Werken, 
Bd. II, S. 498*) ausgeführt habe, neben jeder Determinante die reriodenzahlen 
der Fundamental - Classen und die durch diese dargestellten kleinsten Prim- 
zahlen verzeichnet. 

Die Theorie der arithmetischen Formen ist durch Herrn Kummer's 
Entdeckung der idealen Zahlen auch schon auf solche Formen beliebigen 
Grades ausgedehnt, welche sich mit Zuhülfenahme allein der aus Wurzeln 
der Einheit entstehenden Irrationalitäten in lineare Faetoren zerlegen lassen, 
und von Herrn Kronecker haben wir die Veröffentlichung einer Theorie 
der allgemeinen zerlegbaren Formen jedes Grades zu hoffen. Für diese For- 
men gelten, wie Herr Kummer in seiner Abhandlung aus dem Jahre 1859 
»"Über die allgemeinen Keciprocitätsgesetze unter den Eesten und 
Nichtresten der Potenzen, deren Grad eine Primzahl isto**) hervor- 
hebt, analoge Satze wie für die binären quadratrischen Formen in Bezug auf 
die Composition und zwar, wie sich aus dieser Untersuchung ergiebt, die- 
jenigen Sätze, welche die Aufstellung von Fundamental-Classen ermöglichen. 

Die Definition der idealen Zahlen kann in der "Weise festgesetzt werden, 
dass in Bezug auf die hier zunächst in Betracht kommenden Eigenschaften 
diejenigen Formen, welche den eigentlich idealen Zahlen im Gegensatze zu 
den wirklichen aus denselben Irrationalitäten gebildeten Zahlen zugehören, 
den binären quadratischen Formen einer von der Haupt-Classe verschiedenen 
Classe entsprechen und die den wirklichen Zahlen angehörenden Formen den 
binären quadratischen Formen der Haupt-Classe entsprechen. Um eine ge- 
meinsame Bezeichnung zu haben, will ich demgemäss hier die Benennungen 
von Haupt-Classen und Nicht-IIaupt-Classen der allgemeinen For- 
men gebrauchen. 



*) [S. 522 im »Zweiten AHruck* (187G) von Band 11 der Gauss'achen Werke,] 
**) [Monatsberichte der Künigl. Akademie der "Wissenschaften in Berlin, 18. Februar 1S58.] 
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1. 

Die wesentlichste Eigenschaft der in lineare Pactoren zerlegbaren Pormen 
in Bezug auf ihre Composition drückt der von Herrn Kummer in § 6 seiner 
Abhandlung «Über die allgemeinen EeciprocitÜts-Gesetze u. s. w.« 
angegebene Satz aus, der sich nach den eben aufgestellten Bestimmungen, so 
aussprechen lässt, dass die Classe der durch Zusammensetzung zweier Formen 
entstandenen Form allein von den Classen jener beiden Formen abhängt, dass 
demnach der Begriff der Composition von den Formen auf ihre Classen über- 
tragen werden kann. Aus der Endlichkeit der Anzahl der Classen derjenigen 
Formen, deren lineare Factoren zusammengehörige Irrationalitäten enthalten, 
folgt dann der an demselben Orte aufgestellte Satz, dass jede Classe durch, 
wiederholte Zusammensetzung mit sich selbst eine Eeihe von Classen hervor- 
bringt, welche in gleiche Perioden, deren jede als erstes Glied jene Classe, 
als letztes Glied die Haupt-Classe und überhaupt nur sämratlich von einander 
verschiedene Classen enthält, getheilt werden kann. 

Giebt es eine Periode, welche alle überhaupt zusammengehörigen Classen, 
also, wenn es binäre quadratische Formen sind, alle Classen derselben De- 
terminante (die Gauss dann eine reguläre Determinante nennt) umfasst, so 
ist die Anfangs-Ciassc der Periode eine selbständige Fundamental -Classe. 
Diese Periode hat dann eine so grosse Anzahl von Gliedern, dass die Anzahl 
von keiner anderen Periode übertroffen wird. 

Erschöpft die grösste Periode aber noch nicht alle mit einander zusammen- 
setzbaren Classen, so kommt es darauf an, zu untersuchen, ob Perioden vor- 
handen sind, die unter sich und mit jener ersteren keine andere Classe als die 
Haupt-Classe gemeinsam haben und aus denen auch durch Zusammensetzung 
von je einer Classe aus jeder Periode keine Classe auf zwei verschiedene 
Weisen, das heisst abgesehen von einer Vertauschung der Reihenfolge der 
Zusammensetzung, abgeleitet werden kann. 



Sucht man neben der einen grössten Periode oder neben einer, unter den 
etwa vorhandenen mehreren gleich zahligen grössten, beliebig ausgewählten 
Periode eine solche Periode auf, die mit jener ersten ausser der Haupt-Classe 
keine andere Classe gemeinsam hat, und die durch Zusammensetzung einer 

18* 
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ihrer Classen mit einer solchen der ersten Periode keine Classe auf zwei oder 
mehrere verschiedene Weise hervorbringt, und die endlich unter allen solche 
Bedingungen erfüllenden Perioden die grösste Anzahl von Classen enthält, so 
erkennt man daraus den Weg, den man dann, wenn diese beiden Perioden mit 
ihren Zusammensetzungen noch nicht alle Classen umfassen, einschlagen muss, 
um eine dritte Periode von analoger Eigenschaft zu finden. 

Wir wollen daher, um allgemein die Regel für die l'ortsetzung einer 
solchen Eeihe von Perioden zu finden, annehmen, dass solche Classenjl,_B, 
C, ..., Ff ..., I, L, M gegeben seien, deren jede, z. B. F seihst, sowie 
jede Classe in ihrer Periode mit Ausnahme der Haupt-Classe 
von den durch Zusammensetzung aus den vorangehenden Classen 
entstehenden Classen verschieden ist, und die zugleich unter 
den Classen mit derselben Eigenschaft die grösste oder eine der 
etwa gleichen grössten Periodenzahl besitzt. Zunächst folgt, dass 
durch diese Bedingung auch diejenige erfüllt ist, dass keine Classe auf 
zwei verschiedene Arten durch Zusammensetzung aus A, B, C, ..., 
Ff ..., L, M, entstehen kann. Bei dem Beweise stellt es sich als vortheil- 
haft heraus, dem von Gauss für die Composition angewandten + Zeichen 
entsprechend auch das — Zeichen einzuführen. Aus der Art, in welcher die 
Periode einer Classe (+ C") gebildet wird, folgt, dass es eine Classe, die mit 
— C zu bezeichnen ist, giebt, mit welcher die erstere +C zusammengesetzt die 
Haupt-Classe K entstehen lässt. Da nun durch Zusammensetzung einer Classe 
mit einer Haupt-Classe jene erstere ungeändert bleibt, so gelten für den Ge- 
brauch jener Zeichen auch die für die algebraischen Operationen bekannten 
Regeln. Würde eine Classe auf verschiedene Weise durch Zusammensetzung 
aus A,B, ...,L, M, z. B. durch 

aA+ßB + --- + XL + iiM und ct'A + ß'£ + ■■■ + X'L + ^'M 
entstehen, so müsste 

(a-a')^ + (j5-^')-B+"--|-(A-A')i = {^'-^)U 
sein, und es müssten also nach der Voraussetzung « — «', /3 — j5', ..., ^~- A', ^'— ;t 
beziehungsweise durch die Periodenzahlen der Classen A^ B, ..., L, M, theilbar 
sein, was der Voraussetzung widerspricht, dass jene beiden Darstellungen 
einer und derselben Classe von einander verschiedene seien. 
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Die Clasae A besitzt die grösste Periodenzahl, die überhaupt bei einer 
der hier zu betrachtenden Classeii vorkommt; würde sie durch ihre wiederliolte 
Composition mit sich selbst alle diese Classen ergeben, so folgte unmittelbar, 
dass sie durch die Periodenzahl jeder anderen Classe theilbar sein würde. 
Dieser Satz gilt auch in dem vorliegenden Falle, wie Herr Kummer be- 
merkt hat, und ergiebt sich nach der von Gauss in dem Artikel 306, VII 
der Disquisitiones Arithmeticae angewandten Methode, aus zwei Pe- 
rioden eine dritte abzuleiten. 

Für die Classen C und G seien c und g die Periodenzahlen, h die kleinste 
durch c und g theilbare Zahl und c und g' die grösaten Zahlen, die unter 
sich relativ prim sind und beziehungsweise die Zahlen c und g theilen, so 
dass also nach dem Artikel 7 3 der Disquisitiones Arithmeticae*) 
c'a'=h wird. Bildet man die Classe H ^ -^C -i--~-G. so besitzt die Classe 
H eine Periodenzahl, welche h theilen und durch c und g' theilbar sein 
muss, also gleich h selbst ist. Aus diesem Verfahren ergiebt sich unmittel- 
bar, dass die grösste Periodenzahl, die bei zusammengehörigen Classen vor- 
kommt, durch die Periodenzahl jeder der anderen Classen theilbar ist. 

Bezeichnet a die Periodenzahl der Classe A und g jetzt die Perioden- 
zahl irgend einer Classe G, so ist also a durch g theilbar. Wird aber schon 
für ein g\ welches die kleinste derartige Zahl sein mag, die Classe g'G durch 
eine wiederholte Composition a'A der Classe A mit sich selbst dargestellt, 
so muss der grösste gemeinsame Theiler S von g' und a auch ein Xheiler 
von a sein, weil ^aG = K und g'^G = a'^A ist. Man kann also zwei 
Zahlen y und u bestimmen, so dass yg' = a'+aa wird, dann hat die Classe 
yA—G = G', wie leicht zu sehen, die Periodenzahl g\ und diese muss nach 
dem eben Bewiesenen ein Theiler von a und demnach auch von a' sein, d. h. 
diejenige kleinste Zahl g', welche eine solche Composition irgend 
einer Classe G angiebt, die auch durch eine wiederholte Compo- 
sition a'A der Classe A von der grössten Periodenzahl a entsteht, 
theilt die Zahl a. 

Der entsprechende Satz für unsere Eeihe von Classen A, B, C, ..., /, L, M 



*) [Gauss' Werke, Bd, I, S. 58.] 
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würde darin bestehen, dass die kleinste Zahl, welche von irgend einer Classe 
diejenige wiederholte Composition bezeichnet, die in jene Classen zerlegt 
werden kann, sowohl die Periodenzahlen von A, JS, C, ..., I, L, M als auch 
die Zahlen theilt, welche die von jeder dieser Classen dabei angewandten 
wiederholten Compositionen bestimmen. 

Wir wollen voraussetzen, dass dieser Satz für die Classen A, B, f7, ..., 
/, L erfüllt ist und zeigen, dass er auch für M noch mit eingeschlossen gilt. 

4. 
Es sei B eine Classe, die nicht in A, B, C, ..., F, ..., /, L, M zerlegt 
werden kann, r' die kleinste Zahl, welche angiebt, die wievielste Zusammen- 
setzung von E mit sich selbst in Classen jener Reihe zerlegt werden kann 
und zwar sei 

femer sei r^ irgend eine andere Zahl, für welche 

wird. 

Bezeichnet r, den grössten gemeinsamen Theiler von *■' und r , so giebt 
es zwei Zahlen p' und p^, welche der Bedingung pV— pr = r^^ geniigen, 
und aus 

Q'r'It = Q'a'A + 9'ß'B + --- + Q'l'L + Q'ii'M 
p,r,JS = Q,a^Ä + Q,ß,B + --- + Q^X^L + Q,^^M 
folgt 

pV'iJ — p/,B = *-„B = (p'k'-p,k,}X + --- + (pV— p,ftJK. 

Da nun r' die kleinste Zahl ist, für welche sich r'E in ^1, ..., M zerlegt, 
so kann r^^ nicht kleiner sein als r\ und da ?■„ ein Theiler von r' ist, so 
kann es auch nicht grösser, muss folglich ihm gleich sein, und daher muss 
r' die Zahl r^ theilen, das heisst: die kleinste Zahl r\ für welche die 
Classe r'B in A, ..., M zerlegbar wird, ist ein Theiler jeder andern 
Zahl r^, für welche r^R in A, ..., M zerlegbar wird. 

Aus dem so eben aufgestellten Satze ergeben sich als specielle Fälle, 
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dass, wenn )■",)•'",... die kleinsten Zahlen sind, für welche 

r"It = «"^ + --- + i"i + A"i, 
r'"M = ß"'^ + --- + i"'7 

wird, )■" durch r' und )■'" durch r" u. s. f. theilbar sein inuss. 

Sind r", s" die kleinsten Zahlen, für welche die Classen r"R,s"S, in 
A, B, ..., I, L zerlegt werden können, so folgt, dass, wenn jetzt p", o" 
die grössten Zahlen bezeichnen, die unter sich relativ prim sind und be- 
ziehungsweise die Zahlen r", s" theilen, und ferner t" die kleinste durch 
r" und s" theilbare Zahl, also t" ^= p"o" ist, dann t" für die Classe 
T := -ji- R + -^j S die kleinste Zahl ist, welche t"T in Ä, B, . .., L zerlegbar 
macht. Die betreffende kleinste Zahl t muss nämlich, da tq"T und T:Q"^li 
in Ä, B, ..., L zerlegbar sind, so beschaffen sein, dass auch tq"-^S in A, ... 
L zerlegbar ist, dass also nach Obigem i"q"-;; durch s" theilbar, d. h. ^^ 
eine ganze Zahl wird; ebenso folgt, dass -^ und demnach -^^V ^^^^ ganze 
Zahl sein muss. Da p"ci"T in ^, jB, ..., X zerlegbar ist, muss noch - — eine 
ganze Zahl, also x = q"q" sein. 

Umfassen also ü, Ä, ... alle zusammengehörigen Classen, sind 
r", s", ... die kleinsten Zahlen, für welche r"J2, s"S, ... in A, B, ..., 
L zerlegt werden können und ist unter denselben r" die grösste 
oder eine der gleichen grössten, so folgt aus dem eben Bewiesenen, 
dass )■" durch s", ... theilbar sein muss. 

5. 
Nach der in dem Artikel 3 gemachten Voraussetzung müssen die bei der 
Darstellung von r"R durch die Classen A, B, ...,i auftretenden Anzahlen 
«", ^", ...,A" der von diesen Classen vorkommenden Compositionen durch r" 
theilbar sein. Die Classe 

fr r r 

besitzt die Periodenzahl r'\ keine Composition dieser Classe mit geringerem 
Index als )■" ist in A, B, ..., 7, L zerlegbar, und nach dem vorhergehenden 
Artikel hat jede andere Classe, in deren Periode die Haupt-Classe die erste ist, 
welche in A, B, ...^ L zerlegbar wird, eine Periodenzahl, die ein Theiler von 
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r" ist. Da nun M eine derartige Classe ist, für welche die Periodenzahl m 
am grössten wird, so ist m = r" und folglich m durch ;■", s'\ ..., r', s\ ... 
theilbar. 

Ebenso folgt, dass alle Periodenzahlen a, b, ..., ?, m theilbar sind 
durch jede Zahl, welche angiebt, die wievielste Composition irgend 
einer Classe zunächst durch A, J5, ..., L, M darstellbar wird. 

6. 
Bei Benutzung der gebrauchten Bezeichnungen ist 

—rr'B = —raA + --- + ~^'L + ~rß'M 
r r r r 

und 
also 

(»• -f (.') M = (-^ »■-.") 4 + ... + (-^ »■- r) L. 

Diese Darstellung einer Composition von M durch die Classen A, B, ..., L 
erfordert nacb unseren Voraussetzungen zunächst, dass m~^^ durch die 
Periodenzahl m der Classe M, demnach -^ft' auch durch r" und also ji' durch 
)■' theilbar sei, ferner dass ^-^X'—X' durch /, also auch durch m und deshalb 
durch r" theilbar sei. Da aber auf dieselbe Weise, wie 4- als ganze Zahl 
erwiesen ist, auch — als ganze Zahl folgt, so muss A' durch r' theilbar sein; 
die Fortsetzung dieses Verfahrens ergiebt, dass die Zahlen a\ ß\ ...,A', fi' 
far die Classe 

ß' J. + /5'B + ■ ■ . 4- X'L + (i'M, 

welche mit der niedrigsten Composition r'R irgend einer Classe 
iJ übereinstimmt, durch den Index r' dieser Composition theil- 
bar sind. 

7. 
Erschöpfen die Classen Ä, B, ..., L, M mit allen ihren Compositionen 
noch nicht sämmtliche zusammengehörige Classen, so hat man unter dea 
noch übrigen Classen diejenige iV' auszuwählen, für welche der Index n der 
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niedrigsten in A, B, ..., L^ M zerlegbaren Composition wiV unter den Indices 
aller vorhandenen Classen die grösste oder eine der gleichen grössten Zahlen 
ist. Wird nun 

nN' = aA + ßB + --- + lL + iiM, 

so sind nach dem vorhergehenden Art. — , —,■■•, — , — ganze Zahlen. Die 

ClassB 

-^ + -^-i? + ...-f Ai + üiz^jV' 
n n n n 

ist dann eine Classc iV, welche die Reihe ^, 5, ,. ., i, Jf in der verlangten 
Weise fortsetzt. 

Ihre Periodenzahl ist h, keine Classe in ihrer Periode ausser der Haupt- 
Classe ist durch Znsammensetzung ans den vorhergehenden Classen darstellbar, 
weil man sonst eine niedrigere Composition von N' als die n*' aufstellen 
könnte, welche in A, B, ..., L, M zerlegbar wäre; auch besitzt sie unter den 
Classen mit dieser selben Eigenschaft die grösste oder eine der etwa gleichen 
grössten Periodenzahlen. Aus der Untersuchung in dem Artikel 2 folgt 
dann, dass keine Classe auf verschiedene Arten durch Zusammensetzung aus 
A, B, .. ., L, M, N entstehen kann. 

Auf diese Weise lässt sich ein vollständiges System von 
Pundaniental-Classen aufstellen, durch deren Zusammensetzung 
jede der in Betracht kommenden Classen und zwar jede nur auf 
eine bestimmte Art gebildet werden kann. 



Aus der Beziehung zwischen den Periodenzahlen der Fundamental-Classen, 
dass nämlich, wenn sie in der zuvor betrachteten Ordnung aufgestellt sind, 
jede Periodenzahl durch die Periodenzahl der nachfolgenden Classe theilbar 
ist, ergiebt sich auch der von Gauss in dem Artikel 306, VIII der Disqui- 
sitiones Arithraeticae angedeutete, aber nicht bewiesene Satz über den 
Zusammenhang zwischen der Anzahl der Classen binärer quadratischer Pormen 
eines Geschlechts und dem Exponenten der Irregularität. Mit diesem Namen 
bezeichnet Gauss den Quotienten aus der Anzahl der zu einem Geschlechte 
1 Classen dividirt durch die grösste Periodenzahl, die überhaupt einer 
des Hauptgeschlechts zukommt. 
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Die Anzahl der Geschlechter ist nach den Artikeln 231 und 287, III 
der Disquisitiones Arithmeticae*) entweder 1 oder eine Potenz von 2 
(sie sei 2''); die einzelnen Geschlechter (der eigentlich primitiven Ordnung) 
enthalten nach dem Artikel 252**) gleich viele Classen; die Anzahl sämmt- 
licher zusammengehörigen Classen ist, wenn a, b, c, ...,m,n die Perioden- 
zahlen eines vollständigen Systems von Fundamental-Classen bedeuten, gleich 
a.b.c ... m.n; die grösste Periodenzahl für eine Haupt-Classe ist a oder 
-|-, je nachdem ein oder mehrere Geschlechter vorhanden sind, weil nach 
dem Artikel 286***) jede Classe des Hauptgeschlechts als Duplication be- 
stimmter anderer Classen dargestellt werden kann; demnach ist für den einen 
oder den anderen Fall der exponens irregularitatis 

ahc .. .mn -, abc ... mn 

= oder = 1 -• 

a 2^""'« 

Ist diese Zahl durch eine ungerade Primzahl p theilbar, so ist die An- 
zahl der Classen in dem Hauptgeschlecht, nämlich 

, , abc...mn 
aoc.mn oder ■ —. 



durch das Quadrat pp dieser Primzahl theilbar. 

Um für die Primzahl 2 den Beweis des entsprechenden Satzes auf ähn- 
liche Art zu führen, hat man ein vollständiges System von Fundamental- 
Classen zu bilden, welche durch ihre Compositionen nur die Classen des 
Hauptgeschlechts, nämlich jede derselben einmal darstellen; dies ist ganz 
nach den vorhergehenden Untersuchungen auszuführen, da die Compositionen 
von Classen des Hauptgeschlechts mit einander wieder zum Hauptgeschlecht 
gehören. 

9. 
Unter den Classen haben diejenigen, welche Formen enthalten, die den 
ihnen conjugirten äquivalent sind, eine hervorragende Bedeutung durch die 
Eigenschaften ihrer Compositionen und die enge Beziehung ihrer Anzahl zur 

*) [Gauss' Werke, Bd. I, S. 233 u. S. 337.] 
**) [Ganss' Werke, Üd. I, S. 275,] 
***) [Gauss' Werke, Bd. I, S. 335.] 
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Anzahl der Geschlechter. Diese von Gauss Änceps-CIassen, von Herrn 
Kummer für die allgemeinen Formen Ambigen genannten Classen ergeben 
für binäre quadratische (eigentlich primitive) Formen durch Verdoppelung 
die Haupt-Classe, und jede Classe, deren Composition mit sich selbst die 
Haupt-Classe hervorbringt, ist eine Anceps-Classe nach dem Artikel 249 der 
Disquisitiones Arithmeticae*). Stellt demnach unter Beibehaltung der 
im vorliergehenden Artikel gebrauchten Bezeichnung 

eine Anceps-Classe dar, so müssen 2«, 2ß, ..,, 2fi, 211 der Reihe nach durch 
a, b, ..., m, n theilbar sein; umgekehrt: findet dies letztere Statt, so muss jene 
Classe auch eine Anceps-Classe sein. Bedeutet demnach S die Anzahl der 
geraden Periodenzahlen unter a, h, ..., m, n, so ist die Anzahl der (eigentlich 
primitiven) Anceps -Classen, die zu der betreffenden Determinante gehören, 
= 2''. 

Ist die Anzahl derjenigen Fundamental -Classen, die nicht dem Haupt- 
geschlecht angehören, gleich 0, so kann d nicht grösser als d sein, da die 
Periodenzahl jeder dem Hauptgeschlecht nicht angehörenden Classe ge- 
rade ist. 

Von den Classen in der Periode irgend einer Classe sind die mit gerad- 
zahligem Index in dem Hauptgeschlechte, die übrigen in demselben Geschlechte, 
worin sich die ursprüngliche Classe befindet. Bezeichnet daher die Anzahl 
der Geschlechter mit Ausschluss des Hauptgeschlechts, zu denen die Funda- 
mental-Classen gehören, so übersteigt die Anzahl der Geschlechter, die über- 
haupt durch Zusammensetzung darstellbare Classen enthalten, nicht 2 . Es 
sollten aber sämmtliche Classen aller Geschlechter hervorgebracht werden, 
also kann 2 nicht kleiner als die Anzahl g der Geschlechter sein. Da nun 
e auch nicht das ö übertreffen kann, so haben wir die dreifache 



woraus sich wegen der Gleichheit der Anzahl ff der Geschlechter und der 
Anzahl 2" der Anceps-Classen, (vgl. die Artikel 257 und 287, HI der Dis- 



' Werke, Bd. I, S, 272.] 
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quisitiones Arithraeticae)*) = ö = d ergiebt. Hieraus folgt für binäre 
quadratisclie, eigentlich primitive Formen: 

Die Periodenzalilen der Fundamental-Classen aus dem Haupt- 
geschlecbte sind ungerade. Eine Anceps-Classe kann nur durch 
Compositionen ana den nicht zum Hauptgeschlechte gehörenden 
Fundamental-Classen entstehen. Bezeichnet S die Anzahl der 
nicht zum Hauptgeschlechte gehörenden Pundamental-Classen, 
so ist 2'' die Anzahl der Anceps-Classen, so wie die Anzahl der 
Geschlechter. 



*) [Gauss' Werke, Bd. I, S. 284 u. S37.] 
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VIII. 

ERWEITERUNG DES GAUSSISCHEN FUNDAMENT AL- 

SATZES FÜR DREIECKE 

IN STETIG GEKRÜMMTEN FLÄCHEN. 



[Vorgelegt in der Sitaitng der Königl. Gesell schait der WiasenscLaften zu Güttingcn am 7. November 1868 
und voröffentlicht in den =.Nadiricliteii<- derselben TOm 18. November 1868, S. 389—391.] 



Gauss hat in seiner Abhandlung »Disquisitiones generales circa 
superficies curvas«*) (Göttingen 1827) hauptsächlich den Zweck verfolgt, 
einen Lehrsatz über die Beziehungen zwischen den Theilen eines solchen 
Dreiecks zu beweisen, welches aus drei kürzesten, in einer stetig gekrümmten 
Fläche liegenden Linien gebildet wird. Die Form des von Gauss aufge- 
stellten Lehrsatzes ist analog dem Legendreschen speciellen Satze für Drei- 
ecke in einer Kugelfläche; es wird der Unterschied zwischen jedem Winkel 
eines solchen Dreiecks und dem entsprechenden AVinkel eines ebenen Dreiecks, 
dessen Seiten dieselben Längen haben wie das erstere, angegeben. Das Eigen- 
thümliche an diesem Satze ist, dass, wenn man die in die Quadratwurzel 
aus dem Maasse der Flächenkrümmung multiplicirten Längen der Seiten als 
kleine Grössen erster Ordnung ansieht und die Grössen vierter und höherer 
Ordnung ausser Acht lässt, dann der genannte Unterschied allein schon durch 



•") [Gauss' Werke, Bd. IV, S. 217—258.] 
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die in den Flächeninhalt des Dreiecks multiplicirten Maaase der Flächen- 
krütnmungen an den drei Eckpunkten bestimmt wird. 

Aus dem anderen in jener Abhandlung bewiesenen Satze, dass bei der 
Abwickelung von Flächen auf einander das Krümm ungsmaass ungeändert bleibt, 
folgt leicht, dass überhaupt die Beziehung zwischen den Theilen der in einer 
Fläche liegenden Figur nicht weiter von der Gestalt der Fläche als nur von 
dem Krümmungsmaasse abhängt. 

Die Bestimmung des Unterschiedes zwischen den Winkeln eines Dreiecks 
in einer krummen Fläche und den Winkeln des entsprechenden Dreiecks 
in der Ebene hat Gauss noch weiter als in dem erwähnten Satze geführt. 
Er hat auch die Glieder vierter Ordnung abgeleitet, aber sie nur durch die 
Ooefficienten in der Reihenentwickelung für eine Function dargestellt, welche 
selbst erst durch den allgemeinen Ausdruck von besonderer Form für das 
Längenelement in der Fläche bestimmt wird. 

Diese Entwickelung hat Herr Hansen in seinen i)Gcodätischen Unter- 
suchungen« (Leipzig 1865)*) wieder aufgenommen, auch die Glieder fünfter 
Ordnung dargestellt und zwar durch Differential-Ausdrucke, die unmittelbar 
aus der Gleichung der Fläche abgeleitet werden. 

Wegen des rein theoretischen Interesses des Lehrsatzes und wegen der 
besonderen Brauchbarkeit, die er für die Berechnung der Gestalt der Erde 
aus sehr weit über die Oberfläche derselben sich erstreckenden Messungen 
bietet, theile ich hier den von mir auf die Berücksichtigung der Glieder 
vierter Ordnung ei'weiterten Gaussischen Fundamentalsatz mit. 

Sind 
ß, b, c die Längen der kürzesten, ein Dreieck einschliessenden Linien in 

einer stetig gekrümmten Fläche, 
A, £, C die drei den entsprechend bezeichneten Seiten gegenüberliegenden 

Winkel, 
ci,ß,y die Maasse der Flächenkrümmungen in den drei Eckpunkten, 

'^i> ßit Yi <ii^ Maasse der Flächenkrümmungen in den Halbirungspunkten 

der drei Seiten, 
S der Inhalt des Dreiecks auf der krummen Fläche, 



*) [Abhandlmigen der Matli.-Phys. Klasse der K. Säelis. Gcseliscli. der Wiss., Bd. 8, S. 132 u. folgende.] 
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% ß*, C* die den geiadlinigen Seiten von den Längen 0, b, c eines ebenen 
Dreiecks gegenüberliegenden Winkel, 
die Fläche dieses ebenen Dreiecks, also nach Gauss: 

ist, wenn man zur Abkürzung 

% = -8ß,+ 4|3 +4y 

e = +4« +4(5 -8y, 



■sj a + 2ß+ y-.^(2ii+ S8 + 2e) + _L^^(+ aa-2bb+ cc)j 
5J «+ i3 + 2y---^^-(29( + 2S0+ iS) + Aj,j,(+ aa+ bh^2cc)^- 
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IX. 

MITTHBILUNG 
ÜBER DEN III. BAND VON GAUSS' WERKEN, 

redigirt von Ernst Schering, 
beraKSgegeben von der Königl, Gesellscliaft der Wissenseliaften v-u Göttingeu. 



[Mathematiadie Ancalen, Bd. I, S. 139—140. Leipzig 1869,] 



Dieser dritte Band enthält, wie das von mir im Jahre 1860 aufgestellte 
Programm bestimmte, Gauss' Arbeiten aus dem Gebiete der allgemeinen 
Analysis und zwar aus der Theorie der algebraischen Gleichungen, der hyper- 
geometrischen Reihe, der Interpolation und der elliptischen Functionen. Dem 
letzteren Abschnitte habe ich die Untersuchung des Pentagramma mirifi- 
cum angeschlossen, die eine Anwendung der Fünftheilung der elliptischen 
!Kunctionen enthält; im Programm hatte ich sie den geometrischen Unter- 
suchungen des vierten Bandes eingereiht, aber neu eingetretene Umstände be- 
dingen eine erhebliche Erweiterung bei der Aufnahme von Gauss' Arbeiten 
über Gradmessung und damit eine Verstärkung des vierten Bandes. 

Das verspätete Erscheinen des dritten Bandes ist durch die andauernde 
Krankheit und den bedauernswertben allzufrühen Tod Riemann's veranlasst. 
Von ihm hatte die Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen die 
Redaction des Nachlasses über die elliptischen Functionen gewünscht; leider 
hat er weder eine schriftliche noch eine mündliche Mittheilung aus diesen 
seinen Studien hinterlassen. 

Über die von mir bei der Redaction der Gauss'schen Werke befolgten 
Grundsätze habe ich in den am Ende des Bandes beigefügten Bemerkungen 
Rechenschaft abgelegt. Dort sind auch die aus dem handschriftlichen Nach- 
lasse sich ergebenden historischen Notizen von Gauss' Arbeiten zusammen- 
gestellt; eine ausführliche geschichtliche Darstellung seiner gesammten wissen- 
schaftlichen Thätigkeit behalte ich mir für eine besondere Schrift vor. 

Bei der Ausführung der verschiedenen Methoden, die Gauss bei seiner 



Hosledby Google 



154 DEEITHEILUKG DER JACOBl'SCHEN FUNCTIONEN. 

Behandlung der elliptischen Functionen vermuthlich angewandt haben könnte, 
sind mir einige neue Seiten dieses fruchtbaren Gebietes der Analysis entgegen- 
getreten, die mir nicht ohne Interesse zu sein scheinen. 

Dem eng begrenzten Umfange dieser Mittheilung mag nur folgende Notiz 
über die Dreitheilung der nach Dirichlet's Vorschlage mit dem Namen 
der J ac o b i' sehen Functionen zu bezeichnenden Reihen eingefügt werden. 
Für den Werth des einen Arguments, welcher die eine der vier zusammen- 
gehörigen Functionen verschwinden lässt, stellt Gauss die drei anderen Func- 
tionen in der Form der Reihen 

l + 2a; +2x'+2x^-\ 

l-2ic ■l-2x'—2x^±--- 

dar und bi^zt^ichnet sie folgeweise mit p, q, r; ferner bezeichnet er die Reihen, 
die aus jenen entstehen, indem man x^ statt x setzt, mit P, Q, B. Aus den 
von Gauss und J a c b i gefundenen algebraischen Gleichungen zwischen 
diesen sechs Functionen lassen sich unter anderen auch die folgenden ableiten; 



= 


-\/f- 


vT^ 


\/? 


= 


-.^. 


\/f- 


ii 


= 


-y/?- 


\/¥^ 


y/? 


= 


-v/f^ 


\^^ 


\/? 


- 


■ + v — 1- 


' 9 


^ 


= 


^-vf^ 


v^- 


v^ 


= 


-\/f- 


n/f- 


\/? 


= 


- V p" + 


v'i.s^i:. 


Göttingen, den 6. Dce 


ember 1868 
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X. 

DIE SCHWERKRAFT IM GAUSSISCHElSr RÄUME. 



[Vorgelegt in der Sitzung der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zn Göttingen am 2. Juli 1870 
und veröffentlicht in den »Nachrichtens derselben vom 13. Juli 1870, S. 311—321.] 



Unter den von Euclid zusammengestellten Grundgesetzen für die Geo- 
metrie hat dasjenige eine besondere Bedeutung, welchem zufolge zwei gerade 
Linien, die in einer Ebene liegen und eine dritte Gerade so schneiden, dass 
die Summe der beiden inneren, mit der dritten Geraden auf einer Seite der- 
selben gebildeten, Winkel kleiner als ein gestreckter Winkel ist, sich auf 
eben dieser Seite von der dritten Geraden bei geeigneter Verlängerung treffen. 

Die geringe Einfachheit dieses Grundgesetzes im Vergleich mit den 
übrigen ist schon sehr frühzeitig die Veranlassung von Versuchen gewesen, 
dieses Grundgesetz durch ein einfacheres zu ersetzen. Dass diese Bestrebungen 
keinen befriedigenden Erfolg haben konnten, hat Gauss zuerst bemerkt, 
nachdem er erkannte, dass durch jenes Grundgesetz dem Baume eine Eigen- 
schaft beigelegt wird, die ihm nicht zuzukommen braucht, ohne dass dieser- 
kalb irgend ein anderes der bei Euclid aufgestellten Grundgesetze eine 
Abänderung erleiden müsste. Gauss hat nämlich gefunden, dass unter Bei- 
behaltung der übrigen Grundgesetze es nur erforderlich ist, dass, wenn die 
beiden Geraden einander treffen, die Summe der drei inneren von den drei 
Geraden gebildeten Winkel um eine solche Grösse kleiner als ein gestreckter 
Winkel wird, die in einem unveränderlichen von der Beschaffenheit des 
Raumes allein abhängigen Verhältnisse zu dem Flächeninhalte des gebildeten 
Dreiecks steht. 

Des kürzeren Ausdruckes wegen will ich einen Raum mit dieser Eigen- 
schaft einen Gaussischen Raum nennen im Gegensatze zu dem Euclidi- 

20* 
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sehen Eaume, für welchen die Summe der Winkel in einem Dreiecke gleich 
einem gestreckten Winkel ist. 

Zu den Lehrsätzen, die man bisher in der, unter verschiedenen Namen 
behandelten, Geometrie des Gaussischen Raumes gefunden hat, will ich an 
diesem Orte nur die folgenden von mir aufgestellten hinzufügen. 

I. Lehrsatz. Bezeichnet allgemein (1.2) oder (2.1) den analytischen 
Cosinus des Productes von sj^ multiplicirt in die mit dei absoluten Längen- 
einheit, welche durch die Beschaffenheit des besonderen Gaussischen Raumes 
bestimmt wird, gemessene Entfernung zwischen zwei Punkten (1) und (2), 
bezeichnet demnach (1.1) oder (2.2) die abstracto Einheit, so wird die für 
die zehn Entfernungen zwischen irgend welchen fünf Punkten (l), (2), (3), 
(4), (5) im Gaussischen Räume bestehende Bedingungsgleichung dargestellt 
durch das Verschwinden der Determinante der Grössen 



(1.1) (1.2) 


(1.3) 


(1.4) (1.6) 


(2.1) (2.2) 


(2.3) 


(2.4) (2.6) 


(3.1) (3.2) 


(3.8) 


(3.4) (3.6) 


(4.1) (4.2) 


(4.3) 


(4.4) (4.5) 


(6.1) (6.2) 


(5.3) 


(6.4) (5.5). 



Eine durch die beiden nicht zusammenfallenden Punkte (l) und (2) ge- 
hende Gerade heisse das Gebiet aller der Punkte (3), für welche die De- 
terminante der in der angegebenen Weise bestimmten Grössen 
(1.1) (1.3) (1.3) 
(2.1) (2.2) (2.3) 
(3 .1) (3 . 2) (3 . 3) 
verschwindet. 

Eine durch die drei nicht in einer Gerade liegenden Punkte (l), (2), (3) 
gehende Ebene heisse das Gebiet aller der Punkte (4), für welche unter Bei- 
behaltung der Bezeichnung die Determinante der Grössen 
(1.1) (1.2) (1.3) (1.4) 
(2.1) (2.2) (2.3) (2.4) 
(3.1) (3.2) (3.3) (3.4) 



verschwindet. 



(4.1) (4.2) (4.3) (4.4) 
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Diese in der l'olge häufig wiederkehrende Form einer Iletermiiiante mag 
mit D bezeichnet werden, 

Projection einer Linie auf eine zweite Linie heisse derjenige Abschnitt 
auf der zweiten Linie, welcher von den Fusspunkten der aus den Endpunkten 
der ersten Linie nach der zweiten Linie gezogenen kürzesten Linien be- 
grenzt wird. 

II. Lehrsatz, Gehen von einem Punkte irgend welclie vier Gerade 
(1), (2), (3), (4) von beliebiger Länge aus und bezeichnen (1 . l), (1 . 2), . . . die 
analytischen Tangenten der in \f^ raultiplicirten und mit der absoluten 
Einheit gemessenen Längen der Projectionen der Geraden (l) auf die Ge- 
raden (1), (2), ..., so ist die nach der Form Z> aus diesen vier mal vier 
Tangenten gebildete Determinante gleich Null. 

Das Verhältniss der analytischen Tangente der in \d multiplieirten 
und mit der absoluten Einheit gemessenen Länge der Projection einer Ge- 
raden auf eine andere Gerade zu der analytischen Tangente der in yC^ mul- 
tiplieirten, mit der absoluten Einheit gemessenen Länge der projicirten Ge- 
raden ist unabhängig von dieser Länge und bleibt ungeandert, wenn man die 
Gerade, welche selbst [projicirt wird], und diejenige, aufweiche projicirt wird^ 
mit einander vertauscht; deshalb mag diejenige kleinste Grösse, deren analy- 
tischer Cosinus diesem Verhältnisse gleich wird, als das Maass des Winkels 
zwischen den beiden Geraden angenommen werden. 

III. Lehrsatz. Gehen von einem Punkte vier Gerade (l), (2), (3), (4) 
aus und bezeichnen (1 . 1), (1 . 2), . .. die Cosinus der Winkel zwischen der 
Geraden (l) und den Geraden (l), (2), ..., so ist die nach der Form D aus 
diesen vier mal vier Cosinus gebildete Determinante gleich Null, 

IV. Lehrsatz. Sind (1), (2), (3) irgend drei Punkte im Räume, be- 
zeichnen (l.l), (1-2), ... die analytischen Cosinus der in \f^ multipli- 
eirten, mit der absoluten Längeneinheit gemessenen Entfernungen des Punk- 
tes (1) von (1),{2), ..., bezeichnen (1.1*) oder (l*.l), (2.2*) oder (2*. 2), 
(3.3*) oder (3*. 3) die analytischen Sinus der in ^CTi multiplieirten, mit der 
absoluten I-ängeneinheit gemessenen kürzesten Entfernungen der Punkte (1), 
(2), (3) von den gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks (1, 2, 3), bezeichnen 
ferner (2*. 3*) oder (3*. 2*), (3*.l*) oder (l*.3*), (l*,2*) oder (2*.l*) die 
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Cosinus der drei Winkel in den Ecken des Dreiecks und setzt man (l*.!*) 
= (2*. 2*) = {3*. 3*) = l und alle übrigen zwölf Zeichen 

(1.2*) = (2M) = (1*.2) = (2.1*) = ■-. = 0, 

so verschwinden alle fünfzehn Determinanten von der Form D, wenn man 
darin statt der Glieder 1, 2, 3, 4 je vier von den Gliedern 1, 2, 3, 1*, 2*, 3* setzt. 

Der erste dieser Lehrsätze kann, nach geeigneter Abänderung der Aus- 
drucksweise , auch als einzige Grundlage — ohne dass die Zuhülfenahme irgend 
einer anderen Voraussetzung erforderlich wäre — für die Aufstellung einer 
ganzen Geometrie dienen, die als speciellen Fall die Euclidische, für welche 
nämlich die absolute Längeneinheit unendlich gross wird, mit umfasst. 

Eine gleich vollständige und allgemeine Grundlage bildet für die Lehre 
von der Bewegung das Gaussische Princip des kleinsten Zwanges, das in 
der bekannten Form auch für einen Gaussisehen Raum gilt, wenn die Ge- 
schwindigkeiten sich stetig ändern. 

Ein besonderes analytisches Interesse verdienen, wie ich an einem anderen 
Orte gezeigt habe*), die Probleme der Bewegung für solche Kräfte, deren 
Summe der virtuellen Momente als Summe der totalen Variation einer Func- 
tion und der totalen Derivirten nach der Zeit eines linearen Ausdruckes von 
Variationen angesehen werden kann. In diesem Falle gilt unter Anderem 
eine Integralgleichung, die als eine Yerallgemeinerung des Prinoipes der Er- 
haltung der lebendigen Kraft erscheint. 

Bestehen ferner die Kräfte nur in solchen Wechselwirkungen zwischen 
den bewegten Theilchen, für welche auch noch Wirkung und Gegenwirkung 
gleich sind und in der Verbindungs - Geraden zwischen den entsprechenden 
Punkten liegen, und finden endlich keine äussere Beschränkungen der Be- 
wegungen statt, so gelten für den Ganssischen ßaum einige den Principien 
der Erhaltung des Schwerpunkts und der Erhaltung der Flächen entsprechende 
Sätze. 



*) [Man vergleiche die unter M^o. XIV, XV und XVI unten folgenden Abhandlungen über die Ha- 
milton- Jacobi'scbe Theorie und über die Po iasoa-Jacobi' sehen Stürungsformeln, Dort ist auch ange- 
geben, welche Theile des Inhalts dieser Abhandlungen von Ernst Schering schon im Sommer 1862 in 
seiner Vorlesung uher analytische Mechanik mitgetheilt und 1868 in einer Abhandlung der Königl, Geeell- 
scliaft der Wissenschaften in Gottingen vorgelegt sind.} 
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Nach dem Principe der Superposition kann man unendlich kleine Be- 
wegungen als das Eesuitat des gleichzeitigen Stattfindens sehr verschieden- 
artiger besonderer Bewegungen betrachten. Unter diesen Bewegungen kom- 
men hier die beiden folgenden Arten in Betracht, welche Bezug haben auf 
eine beliebig angenommene feste gerade Linie, die Axe genannt werden mag. 
Diese beiden Componenten der unendlich kleinen Bewegung eines Punktes 
sind zwei Bewegungen, bei welchen derselbe in ungeänderter Entfernung von 
der festen Axe bleibt , nämlich entweder zugleich in derselben durch die 
feste Axe gehenden Ebene oder zugleich in derselben zur festen Axe nor- 
malen Ebene. Die erste Art der Bewegungen eines Systems von Punkten 
wollen wir eine lineare Bewegung längs jener Axe, die zweite eine Dreh- 
bewegung um die Axe nennen und das Verhältniss, in welchem zu der Zeit 
im ersten Falle die Projection des von dem Punkte durchlaufenen Weges 
auf die Axe und im zweiten Falle der "Winkel, welchen die kürzeste von 
dem Punkte nach der Axp gezogene Geiade beschreibt, steht, als das Maass 
der Lineargeschwindigkeit und der Rotadonsgeschwindigkeit betrachten. 

Für diese Bewegungen gilt unter den zuvor angegebenen Bedingungen 
folgender Lehrsatz. 

V. Lehrsatz. Die Summe der Producte der Massentheilchen, multiplicirt 
in den während der Zeit dt von jedem Theilchen in Folge dieser Linear- 
oder Drehbewegung wirklich zurückgelegten Weg und noch multiplicirt in 
den Weg, den das Theilchen während der Zeit dt bei der Einheit beziehungs- 
weise der Linear- oder Drehgeschwindigkeit zurückgelegt haben würde, ist 
gleich dem Producte einer Constanten multiplicirt in tlt^. 

Der Lehrsatz, auf drei sich nicht schneidende und nicht in einer Ebene 
liegende Axen angewandt, giebt sechs Integralgleichungen für Linearbewe- 
gungen und sechs für Drehbewegungen, welche sich gegenseitig ersetzen 
können. 

Diese Beziehung zwischen den beiden Systemen von Gleichungen be- 
ruht auf einer Eigenthümlichkeit eines Gaussischen Raumes, welche sich 
so aussprechen lässt ; Jede unendlich kleine Bewegung eines festen Körpers 
kann sowohl allein durch Linearbewegungen längs drei Axen dargestellt 
werden, als auch allein durch Drehbewegungen um drei Axen, während im 
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Euclitlischen Eaum das erste allgemein nicht möglich ist, wohl aber das 
zweite. 

Die Untersuchung der Kräfte, welche die uns durch die Erfahrung be- 
kannten Erscheinungen in der Köi^perwelt hervorbringen könnten, wenn der 
uns umgebende Raum ein Gaussischer wäre, bietet dadurch besonderes 
Interesse dar, dass sie die mehr oder weniger wesentlichen Gesetze für die 
Kräfte zu unterscheiden veranlasst. 

Meine Untersuchungen über die Wechselwirkungen zwischen electrischen 
Theilchen habe ich an einem anderen Orte ausgeführt*), hier will ich nur auf 
die Schwerkraft näher eingehen. Ich habe gefunden, dass die Potential- 
function V für die Wechselwirkung der Schwerkraft zwischen den Massen- 
theilchen m, fi, ... durch die Summe der Glieder von der Porm 

V, m(t£.cotangs(m, p) 

/,u bestimmen ist, worin 

(m, (i) die mit einer beliebigen Längeneinheit gemessene Entfernung zwischen 

den Massenth eilchen m und (i, 
-^— - eine von der Beschaffenheit des besonderen Gauss ischen Raumes ab- 
hängige und mit der, bei der Bestimmung der übrigen Längen zu Grunde 
gelegten, Einheit gemessene Länge bedeutet. 
Sind — arctanga;, —arctangi/, — arctang^; die Projectionen der ersten 
Hälfte der von einem beliebigen festen Punkte nach dem Punkte m gezoge- 
nen Geraden auf drei zu einander rechtwinkelige, durch den festen Punkt 
gehende, im übrigen beliebige feste Geraden und bestimmen |, ■/), C den 
Punkt ft in entsprechender Weise wie x^y^s den Punkt m, so wird für die 
Entfernung zwischen diesen beiden Punkten 

*) [Dteae Worte be^ieheii sich vermuthlidi auf Untersuchungen, welche Ernst Schering (wie in der 
unter No XIV unten foleenden Aibeit erwähnt ist) im J. 1862 in seinen akademischen Vorlesungen mit- 
theilfe, und auf eine Äiheit, welche er in einem Briefe an Helmholtz vom 27. September 18G8 unter 
dem 'iitel „Zur Theoiie dei electrischen Ströme in Leitern, für welche drei Dimensionen in Betracht 
kommen" eiwdhnt und )ls „zum Diucke bereit" böKeichnet. Sie ist aber bis jetzt nicht veröffentlicht; 
Ipdoch finden siüi im Kwhh^se \on Ernst Schering mehrere Convolute und Hefte, betitelt mit „Gal- 
^ imiUie Stiome" ] 
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Die wesentlichen Eigenschaften dieser Potentialfunction ergeben sich aus 
folgendem Lehrsatze. 

VII. Lehrsatz. Bezeichnet V die Potentialfunction für die von be- 
liebigen Massen auf einen Punkt, in welchem die Masseneinheit concentrirt 
gedacht wird, ausgeübte Schwerkraft, dQ das Fiächenelement eines beliebigen 
Systems von geschlossenen Flächen, -K^dN die Zunahme, welche V erfährt, 
während der die Masseneinheit enthaltende Punkt von einem Punkte in dem 
Plächenelement dÜ zu demjenigen Punkte auf der inneren Seite desselben 
übergeht, der von dem ersteren Punkte eine geringere Entfernung hat als 
von irgend einem anderen Punkte in der Fläche Q und zwar die Entfernung 
diV, bezeichnet ferner % die bekannte Zahl 3,1415 ,.., so ist das Inte^Tal 



_ J_ f dV 

47V J dN 



dß, 



ausgedehnt über das ganze System der geschlossenen Flächen Q, gleich der 
Summe der von diesen Flächen eingeschlossenen Massen, wenn in den Flächen 
selbst keine Flächentheile, Linien oder Punkte endliche Massentheile ent- 
halten. 

Bestimmt man die Lage des die Masseneinheit enthaltenden Punktes 
durch irgend welche rechtwinkelige krummlinige Coordinaten |, tj, C,, be- 
zeichnet man mit d^, dv], dC und (J|, övj, dC irgend welche zwei unendlich 
kleine Ortsänderungen dieses Punktes und setzt man das Product aus den 
Längen der beiden Geraden, welche von dem ersten Orte dieses Punktes nach 
jenen beiden benachbarten Orten gezogen sind, multiplicirt in den Cosinus 
des von diesen Geraden eingeschlossenen Winkels gleich 

und also g', tj', C gleich bestimmten Functionen, welche allein von |, tj, C ab- 
hängen, so ergiebt sich hieraus als specieller Fall der folgende Lehrsatz. 
IX. Lehrsatz. Es ist 

welcher Ausdmck-in der Folge mit — -j~VF bezeichnet werden soll, gleich 
der Dichtigkeit der auf den Punkt S, v], C einwirkenden Masse, wenn solche 
an dieser Stelle im Räume stetig vertheilt ist. 
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162 DIB SCIIWEKKUAFT IM GAÜSSISCIIEN EAÜMB. 

Das Verhalten der Function V in der Nähe von Flächen, Linien und 
Punkten, an welchen die Verbreitung der Massen im Räume nicht stetig ist, 
und in welchen sie theilweise zu endlicher Intensität verdichtet ist, befindet 
sich mit dem entsprechenden Verhalten der Potentialfunctiou für die Schwer- 
kraft im Euclidischen Eaume in solcher Übereinstimmung, dass ich es der 
Kürze halber hier nicht ausführen will. 

Die vielfachen Anwendungen , die man von der Bestimmung der Function 
V durch die Werthe von VF", durch die Grenzwerthe von V und durch die 
TJnstetigkeiten machen kann, ergeben sich mit Hülfe des folgenden geome- 
trischen Lehrsatzes. 

X. Lehrsatz. Es ist 



/(i 



,rr' as df * 7,'-,;' d-,, '&f, fr' K arj 

wenn AT das Eaumelement und |,7j,C die Coordinaten eines Punktes desselben 
bedeuten, wenn die auf AT bezüglichen Integrale über den gesammten von 
den inneren Seiten des Flächensystems Q begrenzten Eaumtheil T ausgedehnt 
werden, wenn sowohl ü als F, als jede ihrer Derivirten der beiden ersten 
Ordnungen in jedem Punkte des Eaumtheiles T einen bestimmten beliebigen 
Werth hat, und wenn die übrigen Bezeichnungen die zuvor angegebene Be- 
deutung beibehalten. 
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XI. 

TAFEL 

ZUR BERECHIfUNG DER WAHREI^ ANOMALIE 

m EBTER PARABOLISCHEN BAHN. 



[Aus »Tlieoria motus corporum coelestium in sectionibns conicis solem ambientium, 

auctoreCarolo Friderico Gauss. EditioErnesti Schering, Gothae sumtibus Frid. Aadr. Perthes, 1871*. 

p. 273—278, 281—282.] 
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164 TAFEL ZUR BERECHNUNG DER WAHREN ANOMALIE IN EINER PARABOLISCHEN BAHN. 



i tgiM + ä-tg 


-l- 10^ = "m , log «J = log M+ {<• , log tg -i w = log 


tg ^TF+ JVfi + JVy + iV'"(t» 


lo + log M 


lo+Iogtgi-TT 


N 


lo + logif 


10 + logiY" 10 + log ff'" 


a,5SS58<)oi 


8,58837159 


l-TT!*od- 


9,99956549 


7,36113a n 7 


5451 n 


8,666173 T9 


8,66596141 


i-Tiü- 


9,999379'4 


7,515565 n 7 


698611 


3,7396484.3 


8,73911305 


'-■ Ein- 


9,99913054 


7,66.071 n 7 


84201! 


8,788376=4 


8,78783147 


■'-^hy 


9,99891290 


7,757437 " 7 


9381 ö 


8,85130031 


8,85057346 


^—.w 


9,99854993 


7,881467 n 8 


060311 


8,89115539 


8,89038143 


I-TÄT 


9,99815934 


7,9599" « 8 


13733» 


8,94015794 


8,93916537 


«-i-h 


9,99782308 


8,055739 ° 8 


230911 


8,98039716 


8,97908443 


I — ToW 


9,99738638 


8,133827 n 8 


306S n 


9,04396688 


9,04211115 


I-Tü"f» 


9,99651167 


8,256574 n 8 


425111 


9,09352648 


9,09131751 


'-Ti.- 


9,99563519 


8,35,18711 8 


5'S3 1 


9,14336814 


9,14061080 


i-iV 


9.994537'° 


8,445443 1 8 


603911 


9.17335886 


9,17010034 


I-VST 


9,99375-05 


8,50146. Q 8 


655811 


9,10816384 


9,10446770 


i-nV 


9,99270076 


8,565770 11 8 


7.47" 


9,14962910 


9,14517476 


I— sV 


9,9911160s 


8,641144 n 8 


7825 n 


9,17661939 ■■ 


g,27i59i'4 


i-tV+i^ 


9,99011677 


8,689605 n 8 


8150 11 i 


9,30091914 


9,29531516 


'-A 


9,98900461 


8,731561 n 8 


8621 n j 


9,313043 Si 


9,31685919 


r-A-ih 


9,98788961 


8,771143 D ! 8 


8947 ß 


9,34337193 


. 9,33660457 


— -r^T 


9,98677173 


8,806111 n 8 


923711 


9,36817634 


9,36062320 


i-sV 


9,98527674 


8,848095 n 8 


9576 n 


9,40143645 


9,39269514 


'-8-V-J>i¥ 


9,98302456 


8,903190 n 9 


C005 n 


9>43°9999o 


9,42105087 


i-irV— .-St 


9,98076064 


8,950610 11 9 


0353 1 


9,44018100 


9,42981747 


i-A-+Tiir 


9.98000337 


8,965080 n 9 


0456 D 


9,46604164 


9.45445977 


i-jV 


9,97771361 


9,005051 n 9 


071711 


9,48974967 


9,47691394 


i-=V-5fc 


9.9754318. 


9,040616 n 9 


095111 


9,51168701 


9,49760056 


I— i-Sir 


9,97312785 


9,072536 n 9 


13711 


9,53114310 


9,51677870 


'-Tf>7-rJr 


9,97081.6t 


9,101388 n 9 


18911 


9,55 '34305 


9,53468313 


i-räö 


9,96848295 


9,117620 n 9 


411 n 


9,56946545 


9,55149208 


'— rfir— -ifr 


9,96614173 


9,15.587 n 9 


50811 


9,58665444 


9,56734929 


^-T^^ 


9,96378783 


9.173576 n 9. 


58211 


9,60301803 


9,58237137 


^-tU-^U 


9,96142109 


9,193811 n 9 


6351 1 


9,61868411 


9,59665883 


I-TÜ5- 


9,95904139 


9,21251611 9 


6&9E 


9,63370482 


9,61019037 


A+si.- 


9,95664858 


9,119811 n 9 


685 n 


9,6481597s 


9,62333617 


A 


9,95414151 


9,245877 n 9 


68411 


9,66110845 


9,6358553* 


-h-^U 


9,95182304 


9,160798 n 9 


66811 


9,6785437» 


9,65051500 


'-i 


9,94884748 


9,277639 n 9 


61711 


9,68868581 


9,6595 '055 


l-i+T*5 


9,94694317 


9,187615 n 9 


59111 


i 9,70139815 

i 


9,67072933 


tV+-iÄ = 


9,94448167 


9,299693 n 9 


53"! 
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TAFEL ZUR BERECHNUNG DER WAHREN ANOMALIE IN EINER PARABOIJBCHEK BAHN. 



tgi«; + .Jtg^!«' = «1, logm = logJf+(i, 


ögtgiiU = log 


tg ä W+ JTfi -1- N"ii^ -f N'"!!,^ 


lO+lOgJf 


lo+logtgiTF 


JV 


10+logJV 


10 + logJV" 


lo + logW" 


9,70139815 


9,67072933 


Ä+-A 


9,94448267 


9,299693 n 


9,15311 


9.7137736J 


9,68158895 


i-l 


9,94100805 


9,310957 n 


9,1457 n 


9,7158417+ 


9,69111937 


'-i-^^ 


9,939519*5 


9,321474 n 


9,1371 n 


9>73763^58 


9,70234717 


■-i-T^? 


9,93701611 


9,331196 n 


9,1270 n 


9,75565^85 


9,71786418 


1-4. 


9,93305311 


9,345436 n 


9,1085 n 


9,77780504 


9,73674179 


'-■ f-^i^r 


9,91795665 


9.361354 n 


9,0800 n 


9,78706331 


9,744565öS 


1-4 -Vfl- 


9,9'575397 


9,367520 n 


9,0661 n 


9,80719686 


9,76143937 


i-i 


9,92081875 


9,379945 » 


9,0310 n 


9,81776763 


9,778479^7 


1-^-tJ-.- 


9,91557570 


9,391233 n 


8,9875 a 


9,84120417 


9,7^9+9734 


»-■ J-TiV 


9,91104483 


9,397840 H 


8,9543 n ■ 


9,85444839 


9,80026941 


I-^+t-JÖ 


9,90848502 


9,403760 n 


8,9171 e 


9,87400355 


9,81601161 


A 


9,90308999 


9,411434 n 


8,8518 n 


9,8932465' 


9,83130999 


'-!-Tj,r 


9,89762709 


9,417753 « 


8,7755 11 


9,91123937 


9,84611957 


t-i— iV 


9,89109460 


9,422808 n 


8,6801 n 


9,93103831 


9,86078890 


A+tStt 


9,88649073 


9,426676 n 


8,5575 II 


9,94969488 


9,87506126 


^-i + Thf 


9,88081359 


9,419411 Ji 


8,3879 B 


9,96815691 


9,88907568 


'-i 


9,87506116 


9,431097 n 


8,1111 n 


9,98881501 


9,90438750 


i-i-^s 


9,86857914 


9,431762 11 


6,7148 n 


9.99910455 


9.9"95437 


^-i-iw 


9,86530143 


9,43.617 n 


7.7427 


10,014538:8 


9,91320804 


'-i-^f 


9,86033801 


9,430894 ö 


8,157* 


10,03000990 


9,93436054 


<~i-Vö 


9,85531721 


9,41949s n 


8,3593 


10,04243031 


9,94321040 


tV+t^^ 


9,851*5835 


9,427910 n 


8,4687 


10,06116016 


9,95642491 


^ 


9,84509804 


9,424798 n 


8,5886 


10,08004489 


9,96954959 


Tk-rU 


9,83884909 


9,420780 n 


8,677. 


10,09174046 


9,97816715 


I— ä+?V 


9,83463161 


9,41761011 


8,7146 


10,10553481 


9,98695715 


^-i+i-h 


9,83037478 


9,414048 n 


8,7651 


10,11493874 


10,00000000 


■-ä: 


9,81390874 


9,407973 n 


8,8159 


10,14463598 


10,01303175 


i-^-Hcr 


9,81734497 


9,40 .□! 8 n 


1 


10,15795159 


10,02.73185 


A+tV 


9,8.191336 


9,395891 n 


8,8803 


10,17240311 


10,03107395 


J-H-?' 


9,80811447 


9,389958 n 


8,9019 


10,19199491 


10,04357509 


— J-Ä 


9,80163135 


9.381331 n 


8,9160 


10,10947419 


10,05457113 


i+i 


9,79588002 


9.373105 n 


8,9434 


10,11011643 


10,06(10320 


'^+^ 


9,79139169 


9,367860 n 


8,9513 


10,13939544 


10,07306401 


i + k 


9,78612018 


9,357950 n 


8,9655 


10,26413689 


,0,08804563 


A- 


9,77815125 


9.344487 ^ 


8,9778 


.0,18709848 


10,10170719 


Ä-tSti- 


9,77085101 


9,331311 11 


8,9851 


10,31079568 


10,1.556941 


— ..«.."i-- 


9,76342799 


9,317095 n 


8,9892 
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tgi-w+itgiw' 


^m, 10 


m = logJf+ft, logtg Jm = log 


ig i W+ N,i + Ny= + N"'ti' 


ID + lügilf 10 + 


ogtgiTF 


AT 


lo + logJV 


lo + logjtf-" 


.o + logJ^'" 


10,31079568 10 


1556941 


^.-vt 


9,76341799 


9,317095 n 


8,9891 


10 


33S3IJI8 10 


2966568 


-.V-iaV 


9,75587486 


9,301787 11 


8,9903 


10 


36074.6^ 


4403151 


i+T^ 


9,74818803 


9,185335 n 


8,9884 


10 


38718953 10 


5S71011 


i+äV 


9,74036169 


9,267674 11 


8,9837 


m 


40083«+ ro 


166179+6 


l + T^ 


9,73639650 


9,258367 n 


8,9803 


10 


41477576 10 


17374370 


i+^U 


9,73239376 


9,148719 n 


8,9761 


10 


433S6587 10 


.8398839 


i+:U 


9,72699873 


9,135342 n 


8,9697 


10 


45839496 10 


19707351 


H^'w 


9,71015930 


9,217706 n 


8,9598 


,0 


48438041 10 


11050166 


i+A 


9,713^1044 


9,199006 n 


8,9479 


10 


50s 84503 'o 


22151073 


i+TW 


9,70757018 


9,183228 n 


8,937° 


10 


52147376 10 


11995961 


-1+T^ 


9,70319138 


9,170890 n 


8,9180 


10 


53959061 10 


23856063 


ä 


9,69897000 


9,158096 11 


8,9183 


10 


55722890 


H7335« 


T—m 


9,69460520 


9,144824 n 


8,9077 


10 


5754^500 10 


15629679 


i-,h 


9,69019608 


9,131050 n 


8,8964 


10 


59149581 10 


16413689 


■J-.V 


9,68638088 


9,118813 n 


8,8861 


10 


61365452 10 


27483595 


i-iV 


9,68114114 


9,10.883 n 


8,8714 


10 


63378049 10 


2844458. 


■i-A 


9,67669361 


9,086418 n 


8,8577 1 


10 


65465063 10 


19430663 


i-T^^ 


9,67209786 


9,070343 n 


8,8430 


10 


669C0678 10 


01030CO 


i-^ 


9,66900678 


9,05915. n 


8,8327 


! 


67632482 10 


0443897 


■i-Ä 


9,66745295 


9,053590 n 


8,8174 


< 


69886994 10 


31486571 


i-it-w 


9,66275783 


9,036121 n 


S,8.o8 


ro 


71136097 10 


2561145 


i-A+ihr 


9,65801140 


9,017887 n 


8,7933 


10 


74688241 10 


367079s 


ä— A 


9.65311251 


8,998829 n 


8,7746 


10 


77545373 i" 


4948500 


^+J 


9,64781748 


8,976609 n 


8,7516 


10 


7994"45 'o 


6007965 


A+vSff 


9,64345168 


8,957976 n 


8,7338 


10 


81808085 1° 


6816151 


iW-^+dir 


9,64015004. 


8,943463 1 


8,7.91 


10 


83739467 10 


7666383 


J+tV 


9,63681210 


8,918457 1 


8,7038 


10 


86767664 10 


8970963 


^ + rV-iJ^ 


9,63.78187 


8,904955 n 


8,6796 


IG 


899689B7 10 


40334117 


i+A-T4^ 


9,62668247 


8,880,57 n 


8,6539 


lö 


91209389 10 


1178795 


A+Tf^ 


9,61314919 


8,862836 n 


8,6358 


10 


9454^777 ^° 


4ii549°s 


A+A 


9.61978876 


8,844831 n 


8,6.69 


.0 


96270717 10 


1.1971810 


A+A- 


9,61729996 


8,831522 n 


8,6019 


10 


97601309 10 


43513176 


Ä+A- 


9,61542395 


8,811181 n 


8,5911 i 


10 


99510873 10 


44312272 


A+T^ 


9,61178386 


8,806549 n 


8,5765 


II 


01103961 10 


M959747 


iV+r-Är 


9,61066016 


8,794416 n 


8,5636 


i . - 


03564644 10 


«959988 


tV+t^ 


9,60745502 


8,775596 n 


8,5437 
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tg|!«+Jtg|-!(.« 


= m, logm = lügj^f + f^, logtglw = logtgiW+^^!i + Ny + N"Y 


IC+logJf .Q + 


lostgiW 


N 


lo + logiV 


lo + logJT" 


10 + log N'" 


11,03564644. 10 


45959988 


tV+j^-ö 


9,60745502 


8,775596 n 


8-5437 


it,o4979t68 10 


46531687 


■.V+^^ 


9,60566411 


8,764801 n 


8,5312 


11,07918125 10 


47711125 


-.v 


9,60105999 


8,742417 n 


8,5083 


11,11016459 10 


48946149 


^-^u 


9,59841571 


8,718911 n 


8,4831 


11,14^91768 10 


50139944 


1+Tf^ 


9.59476075 


8,694169 n 


8,4568 


11,17764677 10 


51600108 


A-tU 


9,59106461 


8,668019 n 


8,4188 1 


11,11459567 10 


53034892 


^+A+i^ 


9.58733673 


8,640339 n 


8,3991 1 


11,15405556 10 


54554023 


i+=V 


9.58357659 


8,610904 11 


8,3677 


11,196378=2 


56 [69146 


Ä-«V 


9.57978360 


8,579489 n 


8,5340 


11,34199196 10 


5 7^949 '3 


.i+A+T^T 


9.575957'9 


8,545807 n 


8,1980 


",39'43382 10 


59748830 


■J+Hr 


9,57109677 


8,509500 11 


8,1593 


11.44537359 '° 


61753456 


i+^.-+>d<r 


9,56820171 


8,470110 n 


8,1173 


11,50467813 10 


63937680 


J+Ar 


9,56427143 


8,417089 D 


8.1715 


11,57048816 10 


66339543 


■h+dir 


9,56030514 


8,379646 n 


8,1212 


ii,644-34S'3 10 


69010561 


A--tS.- 


9.55630150 


8,315758 n 


8,0643 


11,6849406a 10 


70468474 


^+-A 


9,55418721 


8,197844 n 


8,0348 


".75138071 'O 


72840786 


i+^\-^U 


9,55114663 


8,250734 n 


7,9853 


11,81588860 to 


75481524 


i+^ 


9,54818461 


8,198101 n 


7.9303 


11,88107697 10 


77427846 


i+A+^h 


9,54613120 


8,159748 n 


7,8899 


11,94166034 10 


79553^30 


i+A 


9,54406804 


8,117137 n 


7,8358 


ii,979"6o5 10 


80862719 


i+^+^'i^ 


9.54188468 


8,091036 n 


7,8i85 


11,03991000 10 


81979966 


i+^v 


9.54 II 0357 


8,048814 n 


7.7749 


11,11515478 10 


S593S910 


^+A 


9,53886685 


7,989772 n 


7.7139 


11,20069644 


88541601 


J+sV 


9,53711918 


7,937793 n 


7,6613 


11,16829710 10 


90867249 


i+Th 


9.5357'597 


7,891364 n 


7,6116 


11,33599708 10 


93188166 


i+T^'^ 


9,53444919 


7,845004 n 


7,5651 


11,4117853' '0 


95778785 


i+TÄir 


9,53317870 


7,79314' 1 


7.51" 


11,49781844 10 


98711325 


i+TÄir 


9.53190449 


7,734634 n 


7,4514 


11,597^959 " 


01091557 


-i-+TVW 


9,53061651 


7,667067 n 


7,3836 


12,71511815 11 


06083463 


i+.h 


9>5 1934479 


7,58726. n 


7,3016 


'»]8595»SS7 " 


10961757 


■j+-,v=^ 


9,52805916 


7,489721 u 


7,1039 


11,97765665 II 


14941654 


i+Av 


9,51720011 


7,410118 n 


7,"34 


13,16426107 II 


11116853 


^+A^ 


9,52612380 


7,184648 n 


6,9969 


13,30914143 " 


26078695 


i+^ 


9.51547673 


7,187418 n 


6,8990 


13,52801151: II 


3341151S 


ä+yk 


9,52473603 


7,040921 n 


6,74iä 


i3.7597'68i 11 


41161841 


I+Wtü 


9,51417968 


6,885743 n 


6,5960 
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EINKICHTUNG DEK TAFEL. 



Die Tafel giebt zum logarithmus der mittleren Anomalie den logarithmua 
tangens der halben wahren Anomalie nach der in der tJbersclirift stehenden 
l'ormel für Werthe von 10 + logm innerhalb der Grenzen 8,5 und 13,8 auf 
weniger als drei Einheiten der achten Decimale genau, wenn für logM der- 
jenige Werth in der Tafel genommen wird , der dem Werthe log m zunächst liegt. 

Für Werthe von lO + logm, die weniger als 8,5 betragen, ist zu setzen 

logtg-^iy = log m - m\ mim (log = 9,160663-10)-J!^^num{log = 9,0815-10); 
für Werthe, die über 13,8 hinausgehen, entweder 

logtg^w = |-log3m-(3)w)"*-num(iog = 9,637784-10)-(3ffl)"^^.num(log=- 9,3368-10) 
oder 

logsinw; = ilog|m-(|-m) \mm(log = 8,4337-10); 

logS = 0,47712125, log|- = 9,57403127-10. 

Die Grössen logtgyW und log sin m; bestimmen sich, wenn in allen For- 
meln die Glieder höherer Ordnung als der zweiten unbeachtet gelassen, und die 
Glieder zweiter Ordnung mit Hülfe vierstelliger Logarithmentafeln berechnet 
werden, in so weit genau, dass der Fehler von w weniger als ü",l beträgt. 



BEMERKUNGEN . . .: 
ZU ART. 39. 43. 46 [DER «THEORIA MOTUS« . . . VON GAUSS]. 

In Bezug auf die Benutzung der Barker'sclien Tafel bemerkt Gauss 
in den Astronomischen Nachrichten No. 474, 1843 (Gauss' Werke, Bd, VI, 
S. 191), dass sie bei grossen Anomalien wegen des beschwerlichen 
Interpolirens sehr unbequem wird, und giebt ein Verfahren an, wie 
die Rechnung mit seinen Logarithmentafeln auf fünf Decimalstellen und dann 
mit Matthiessen's Tafeln bis zu sieben Decimalstellen zu führen ist. 

Zur Vermeidung der weitläufigen Rechnungen, die mit dem einen oder 
dem anderen Verfahren noch verbunden sind, habe ich oben Seite 274*) eine 
Tafel angefügt, mit deren Hülfe logtg-g-M" aus logjw bestimmt wird. Auf 
Seite 278**) habe ich den Grad der Genauigkeit angegeben, der bei der ver- 
schiedenen Art der Benutzung dieser Tafel erreicht wird. 

Göttingen, Sternwarte 1871 Juni. Schering. 

*) [Sieiie S. 164 dieses Bandes.] **) [Siehe S, 1G8 dieses Bandes.] 



Hosledby Google 



XII. 

LINIEN, FLÄCHEN UND HÖHERE GEBILDE 

IN MEHRFACH AUSGEDEHNTEN GAU SS ISCHEN 

UND RIBMANNSCHEN RÄUMEN. 



[Vorgelegt in der Sitzung der Königl, Geaellscliaft der Wissenschaften zu Güttingen am 4. Januar 1873 
und veröffentliclit in den »Nachriclitens derselben vom 22. Januar 1873, S. 13—21.] 

In meinem Aufsätze über »die Schwerkraft im Gaussischen Räume *)o, 
welcher in diesen Nachrichten vom 13. Juli 1870 veröffentlicht ist, habe ich 
aus der Theorie dea Gaussischen Raumes einige Sätze mitgetheilt, welche 
zur Erläuterung des von mir für die Schwerkraft in einem solchen Räume 
aufgestellten Gesetzes dienen konnten. 

Die Arbeiten von Gauss über diese Geometrie lasse ich im IV. Bande 
der von mir redigirten Gaussischen Werke abdrucken**). 

Lobatschewsky's erste Veröffentlichungen, welche auf diesen Gegenstand 
Bezug haben, sind: ha^a^iaxi Feometpih. Kasahckiii sliCTHHK'L 1829 h 1830 
nojB H ABrycTX. CTP. 57! . . . 636. Hobma ha^a^ia TEOMETPin. y^EHwa saniiCKii 
Kaaaat. 1835, KHHTHtKa. III. 1836, kh. II h III. 1837, kh. I.***J 

•) [Siebe S 155—162 dieses Bandes] 

**) [Diesei, rian ist m(,ht zur Ausfulin " "cloimen Die Er itamt d i GiuidL litii wii le 
liier zu weit fuhren und mag im Bemeikungen odei der Biogiaptie am Schlisse dietei Werke vorbehalten 
bleiben niei ■■i nui erwkhnt diis die Konigl Geeellschaft dei 'W i'isenschaften in Gottingen im Tum 1873, 
entgegen dem Antrage lon Einst Scieiing bescUois den IV Band der Giussi'fi.hen Werke ofort 
herauszugeben ohne dasa zu dem bereits Gediunkten noch etwas hinz igefugt weide] 

***) [»über die Anfangsgründe der Geometrie. Kasanei Bote 182^ Theil ''5 S 13—187 
Knd Theil 27, S. 227—243; 1830, Theil 28, S. 251—283 und 571-636. .Neue Anfangsgrunde der 
Geometrie mit einer yollatändigen Theorie der Parallelliniem, Kasaner Gelehrte Schriften 
1835, Heft III, S. 3—48; 1836, Heft II, S. 3—98 und Heft III, S. 8—50; 1837, Heft I, S. 3—97. Beide 
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Für den allgemeinen homogenen n-fach ausgedehnten Kaum erlaube ich 
mir im Anschluss an die Untersuchungen von Riemann »über die Hypo- 
thesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen«, 1854 geschrieben, 
in unseren Abhandlungen Band 13*) veröffentlicht, von Herrn Helmholtz 
öilber die Thatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen« in 
diesen Kachrichten 1868, Juni 3.**), von Herrn Beltrami uTheoria fonda- 
mentale degli spazii di curvatura costante« Bologna agosto 1868, An- 
nali di Matematica Serie II, Tom. II***), Milano, und von Herrn Christoffel 
»über die Transformation ganzer homogener Differentialaus- 
drücke« 1869t), einige neue Lehrsätze hier mitzutheilen. 

Zur Abkürzung des Ausdruckes empfiehlt es sieh, für die Gebilde in 
einem homogenen Kaume eine gemeinsame Bezeichnung einzuführen. Da 
Gauss sich zuerst mit der Untersuchung eines homogenen unbegrenzten 
liaumes beschäftigt und sich auch mit dem Begriffe eines mehr als dreifach 
ausgedehnten Raumes vertraut gemacht hat, so nenne ich einen solchen Raum 
einen Gaussischen Raum und die darin den Gebilden des Euclidischen 
Raumes analogen die Gaussischen und spreche von Gaussischen Ebenen 
und Ellipsen, von Steinerschen und Kummerschen Flächen im Gaussischen 
Räume. Riemann hat zuerst die Eigenschaften der Räume untersucht, welche 
beliebig vielfach, im Allgemeinen stetig ausgedehnt sind und in den kleinsten 
Theilen die dem Euclidischen Räume entsprechenden Eigenschaften besitzen. 
Nächst dem E u c 1 i d ischen und Gauss ischen Räume wird der homogene 
begrenzte Raum wohl am meisten untersucht werden. Riemann hat uns 
zuerst die Idee eines solchen verschafft; es mag daher angemessen erscheinen, 
einen solchen Raum und die darin vorhandenen Gebilde Riemannsche zu 
nennen. Gauss gebraucht für die Fläche in dem Euclidischen Räume, auf 
welcher man die Gaussische Ebene abwickeln kann, also die Fläche unver- 

Abhandlungen sind kürzlich in das Deutsche übersetzt von F. Engel iiud bilden den ersten Band voa 
F. Engel and P. Stäckel, Urkunden zur Nicht-Euklidischen Geometrie: BandL Nikolai 
Iwanowitach Lobatschewsky, Zwei geometrische AbhandluDgen. Deutsch voa Friedrich Engel, 
Leipzig, B. G. Teubner 1899] 

*J [Riemann's gesammelte mathematische Werke. Zweite Auflage. 8,272—287.] 
**) [Göttiöger Nachrichten, Jahrgang 1868, S. 193—221,] 
***) [Annali di Matematica, Sene II, Bd U, S, 232—255,] 
I) [Monatsberichte dei Kunigl tLademie der Wissenschaften zii Berlin, Jahrgang 1869, S, 1—6.] 
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änderliclier negativer Krümmung, welche auch Herr Beltrami mehrfach 
untersucht hat, die Bezeichnung: Gegenstück der Kugel. 

Lehrsatz I. Im homogenen n - fach ausgedehnten Kaume bezeichne 
allgemein («, b) die Entfernung zwischen den beiden Punkten a und b ge- 
messen mit der absoluten Längeneinheit des betreffenden Raumes; dann ist 
in einem begrenzten homogenen Räume für w + 2 Punkte immer die nach 
Jacobi's Bezeichnungsweise aus (h4-2)' Factoren gebildete Determinante 

2]±eos(l,l}.cos(2,2).eos(3,3)...cos(«+2,n+2) ~ 0, 

dagegen ist in einem unbegrenzten homogenen Räume, wenn i statt ^^ 
gesetzt wird, 

2±cos«(l,l).cosi(2,2).coai(3,3)...co3i(w + 2,)*4-2) = 0, 

Projection einer Linie auf eine zweite Linie heisse derjenige Abschnitt 
auf der zweiten länie, welcher von den Fusspunkten der aus den Endpunkten 
der ersten Linie nach der zweiten Linie gezogenen kürzesten Linien be- 
grenzt wird. 

Lehrsatz II. Gehen von einem Punkte n + l kürzeste Linien aus und 
bezeichnet allgemein [a, b] die mit der absoluten Längeneinheit gemessene 
Projection der Linie a auf die Linie b, so ist für einen begrenzten homo- 
genen Raum 

S±tg[l,ll.tgE2,2]...tg[» + l,« + l] = 0, 
dagegen für einen unbegrenzten homogenen Raum 

2±tgJ[l,l].tgi[2,2]...tgi[w + l,i* + l] = 0. 

Das Verhältniss der analytischen Tangenten der in \f^ multiplicirten 
und mit der absoluten Einheit gemessenen Länge der Projection einer dieser 
kürzesten Linien auf eine andere kürzeste Linie zu der analytischen Tangente 
der in \f^ multiplicirten und mit der absoluten Einheit gemessenen Länge der 
projicirten ersten kürzesten Linie ist im homogenen unbegrenzten Räume 
unabhängig von dieser Länge und bleibt ungeändert, wenn man die Linie, 
welche selbst projicirt wird, und diejenige, auf welche projicirt wird, mit ein- 
ander vertauscht; deshalb mag diejenige kleinste Grösse, deren analytischer 
Cosinus diesem Verhältnisse gleich wird, als das Maass des Winkels zwischen 
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den beiden kürzesten Linien angenommen werden. Im homogenen begrenzten 
Räume gilt das Analoge, wobei nur die Tangenten von den Längen ohne den 
Factor yC^f zu nehmen sind. 

Lehrsatz III. Gehen von einem Punkte n + l kürzeste Linien aus 
und bezeichnet allgemein ja, 6| den Winkel zwischen den beiden kürzesten 
Linien a und h, so ist sowohl für den begrenzten als für den unbe- 
grenzten Raum 

2±cos|l,lj.cos[2,2|-co8{3,3J-.-eos[n + l,»^ + lj = 0. 

I-ehrsatz IV. Nimmt man als Coordinatenaxen n kürzeste Linien, 
welche von einem Punkte ausgehen und von denen jede mit allen übrigen 
n — \ Linien rechte Winkel bildet, wird von dem Anfangs - Punkte der 
Coordinatenaxen nach einem Punkte P eine kürzeste Linie gezogen und 
die erste Hälfte derselben von dem Punkte bis zum Halbirungspunkte der 
Linie auf die Coordinatenaxen projicirt, bezeichnen |,, §3, ■ ■ -i ^„ ^^^ ^^ •^^i' 
Längeneinheit gemessenen Projectionen, haben 1^, |^, ..., 1^ die analoge Be- 
deutung für einen anderen Punkt P' und bezeichnet (P, P') die mit der 
absoluten Längeneinheit gemessene Entfernung zwischen den Punkten P und 
P', so ist für einen begrenzten homogenen Raum 

«;„ 1 (V P-\^ - i:(tang|,-tang g:)^ 

2^ '^ - (i + 2tang^=.)(l + 2:taiigi;0"'' 

dagegen für einen unbegrenzten homogenen Raum 

äm^iH,r) - (i + 2tangig:)(l + Stangi§;^)' 

wenn alle Summationen 2 über den Index v von 1, 2, 3, ..., n ausgedehnt 
werden. 

Lehrsatz V. Nimmt man als Coordinatenaxen n kürzeste Linien, 
welche von einem Punkte ausgehen und von denen jede mit allen übrigen 
n — \ Linien rechte Winkel bildet, bezeichnen x^^x,^, •■■■>^„ ^i^ ^^^ ^^''^ abso- 
luten Längeneinheit gemessenen Projectionen der von dem Punkte nach 
dem allgemeinen Punkte P gezogenen kürzesten Linie auf die n Axen und 
bezeichnen x',..-,x'^ die entsprechenden, für denselben Punkt P geltenden. 
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Grössen für eben solche, aber von einem anderen Punkte ausgehende und 
in anderer Lage sich befindende Coordinatenaxen , so sind die allgemeinen 
Transformationsgleichungen für einen begrenzten Raum von der Form 

für einen unbegrenzten Raum aber von der Form 

worin die Nenner der Ausdrücke für die verschiedenen Coordinaten x' ein- 
ander gleich und die gesammten {n + l)" Coefficienten durch ■^n{n + l) von 
einander unabhängige Grössen bestimmt sind. 

Wenn die gemeinsame Einheit der Coefficienten a^ auf angemessene 
Weise gewählt ist, so kann man die Bedingungsgleichungen für diese in die 
Form bringen: 

für je zwei verschiedene Indices X und (i aus der Reihe 0, 1, 2, 3, ...,n. 

Unter denselben Voraussetzungen haben die Transformations-Gleichungen, 
für die im Lehrsatz IV angewandten Coordinaten die Form 



1 ,„.w <'A + <' 



tg ^Sl + «r t g i§; + ■ ■ ■ + <' tg ig„ 

tgi|,+ <tgig,+ ...+ <tgi|„' 



worin 2A für i — ^tgjg' und 2A' für l — '^tgi^'^ gesetzt ist. Im Gaussischen 
Räume hat man \/^ für i, im Riemannschen +1 für i zu nehmen. 

Die Ordnungszahl einer algebraischen Linie, Fläche oder einer mehr- 
fach ausgedehnten räumlichen Gestalt wird durch den Grad der Gleichung 
in tg ix^ für den Gauss ischen Raum oder in tg x^ für den Riemann- 
schen Raum dargestellt bei irgend welcher Lage der Coordinatenaxen im 
Räume. 

Diejenigen räumlichen Gestalten, welche durch Gleichungen m"" Grades 
in tg«|^ oder tg|^ bestimmt werden, sind im Allgemeinen von 2m'*' Ordnung, 
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und nur diejenigen Gestalten, deren Gleichungen homogen in tg'i|^ oder tg| 
dargestellt werden, sind m^' Ordnung. 

Bie Lehrsätze für das gegenseitige Durchschneiden von räumlichen 
Gestalten, welche durch algebraische Gleichungen bestimmt werden, lauten 
für Euclidische, Gaussische und Eiemannsche Räume ganz übereinstim- 
mend. 

Lehrsatz VI. Ein homogenes Eaumgcbilde von (n — i')-facher Aus- 
dehnung wird in einem «-fach ausgedehnten Räume durch v lineare Glei- 
chungen zwischen tgi^,, ..., tga;^ für begrenzte Raumgebilde im begrenzten 
Baume und durch v lineare Gleichungen zwischen tgi'a^j, ...,i^ix^ für unbe- 
grenzte Raumgebilde im unbegrenzten Räume bestimmt. 

Eine Normale zu einem weniger als w-fach ausgedehnten Raumgebildc 
soll die von einem, nicht in diesem Raumgebilde liegenden, Punkte nach dem 
Raumgebilde gezogene kürzeste Linie genannt werden. Der gemeinsame 
Punkt beider heisse der Fusspunkt, in welchem die Normale als errichtet 
betrachtet wird. Zwei Raumgebilde sollen in einem Punkte zu einander 
rechtwinkelig genannt werden, wenn jedes Raumgebilde eine in dem ge- 
meinsamen Punkte zu dem anderen Raumgebilde errichtete beliebig kurze 
Normale enthält. 

Lehrsatz VII. Die durch die Gleichung 

bestimmte Curve besitzt in den von dem Mittelpunkte gerechneten Ent- 
fernungen ±e, wenn cos ia^ = co» ie cos ia^ ist, auf der Hauptaxe x^ Brenn- 
punkte, für welche die von ihnen nach einem Punkte der Curve gezogenen 
Brennpunktsstrahlen eine unveränderliche Summe haben und gleiche Winkel 
mit der Normale zur Curve bilden. Diese Curven will ich, wenn \pj 
für i gesetzt wird. Gaussische Ellipsen, dagegen wenn +1 für i gesetzt 
wird , R i e m aii n sehe Ellipsen in den Ebenen der betreffenden Räume 
nennen. 

Lehrsatz VIII. Die räumliche Gestalt 
1 = 2 cotgiK^tgilS 
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ergiebt durch " gleiche additive Acnderung der Parameter tg^'ß' ein orthogo- 
nales System, welches den Gaussischen n-iach ausgedehnten Kaum erfüllt. 
Für den ßiemannschen Raum erhält man solches System, wenn man statt 
* die reelle Einheit setzt. 

Lehrsatz IX. Die durch die Gleichung 

Goigialtgi^l-i-cotgialtgi^l+iiotgialigi^l = 1 

bestimmte Plache lässt sich in den kleinsten Theilen ähnlich auf einer 
Euclidischen Ebene u + iv mit Hülfe der Gleichungen 

igia\coigit^oo3f = tgi«, cotgiljsiinpcos')' 
^ tg^ß'cotgilgSinfsin 41 
?c^ . sin s,m. (u + iv, Je) =^ e tg — <p 

abbilden. (Vergleiche meine Preisschrift »Über die conforme Abbildung 
des Ellipsoids auf der Ebenes. Göttingen 1858)*). Pur den Riemann- 
schen Kaum hat man «^ und |^ statt ia^ und ^■|^ in diesen Formeln zu setzen. 

Mit Hülfe dieser Lehrsätze ist es leicht, die wesentlichsten der für 
Kegelschnitte und Flächen zweiten Grades im Euclidischen Räume geltenden 
Eigenschaften auf den allgemeinen homogenen Raum zu übertragen. 

Die Mittheiinng meiner Untersuchungen über die höhere Geometrie in 
einem homogenen Räume , zunächst über die Kummer sehen Flächen und 
Strahlensysteme in demselben behalte ich mir für eine andere Gelegen- 
heit vor. 

Göttingen 1873, Januar 4. 



") [Siehe S. 49-85 dieses Bandes.] 
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DIB SCHWERKRAFT 

IN MEHRFACH AUSGEDEHNTEN GAU SS ISCHEN 

UND RIEMANNSCHEN RÄUMEN. 



[Vorgelegt in der Sitzung der König). Ge5ell'cli-ift äei Wi&sen'icliaften zu Göttingen am 1. Februar 1873 
und \eioftenthcIit in den »NaLbritiiten. der-ielben vom 26 Februai 1873, 3. 149—159.] 



Für die Schwerkraft im dreifach ausgedehnten Gauss ischen Räume 
habe ich in diesen Nachrichten vom 13. Juli J870*) das Fundamental gesetz 
und einige Lehrsätze über ihre wesentlichsten Eigenschaften aufgestellt. Mit 
diesem Gegensta,nde hat sich auch Dirichlet, wie ich jetzt erfahren habe, in 
der letzten Zeit seines Aufenthalts in Berlin beschäftigt; er hat darüber mit 
seinen Freunden gesprochen, ohne von den Resultaten seiner Untersuchungen 
Mittheiiung zu machen. 

Die Aufstellung der Gesetze für fingirte Kräfte in solchen Räumen, von 
welchen der uns umgebende nur ein specieller Fall ist, hat für uns einmal 
die Bedeutung, dass wir uns von der naturgemässen Form der Gesetze für 
die uns bekannten Kräfte ein besseres Urtheil verschaffen, dann aber auch 
die Bedeutung, dass die Untersuchung solcher allgemeineren Gesetze uns 
Aussicht bietet, das Gebiet der reinen Analysis durch neue Hülfsmittel ähn- 
lich zu erweitern, wie es durch die Untersuchung der bekannten Natuvkräfte 



*) [Siehe S. 155—162 dieses Bandes.] 
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SO Tielfach geschehen ist. Diese Hoffnung- hat sich schon in einem Falle 
erfüllt durch Herrn Kroneckers Arbeiten »Über Systeme von Functionen 
mehrerer Variabein«*). Die Eigenschaft der Schwerkraft im mehrfach aus- 
gedehnten ebenen Kaume hat dort Veranlassung zur Einführung des iu der 
Aualysis so fruchtbaren Begriffes der »Charakteristik eines Systems von Func- 
tioneno gegeben. Zu den dort aufgestellten Lehrsätzen will ich hier noch 
den folgenden hinzufügen: 

Lehrsatz I. Sind 3i„, R^ und P^ Raumtheile, die sich in beliebiger 
Weise decken und durchdringen können, sind x^, ...,x^, ...,x^ die n geradlinigen 
rechtwinkeligen Coordinaten eines Pnnktes des Eaiimelementes dR^ in einem 
n-fach ausgedehnten ebenen Eaume, 1^, .. ., |^, .. ., |^ die Coordinaten von 
einem Punkte des Eanmelementes dP^, a^, ..., a^, ..., «^ die Coordinaten eines 
Punktee des Eaumelementes d^^^ oder auch eines Punktes im Elemente ddi^_^, 
welches einer den Eaumtheil dt„ vollständig begrenzenden (n — l)-'fach aus- 
gedehnten räumlichen Gestalt di^^_^ angehört, sind m(...x^...) und ^(...|^...) 
Functionen der Coordinaten für Punkte innerhalb der Eaumtheile R^ und 
P , bezeichnet r den positiven Werth von 



dM die Normale zur räumlichen Gestalt ddi^_^ im Pnnkte ...a^... nach der- 
jenigen Seite, wo sich der Eaumtheil 3t^ befindet, hat die II-Function die 
bei Gauss gebräuchliche Bedeutung, ist 

K{n) = 2(4tc) ^ • u) — 1( ^'^''' ^"^ ungerades n, 
K{nj =^ 2%'^ ■■ — 1—;;^^^ für ein gerades n 
und setzt man für n = 2 



*) [Monatstiericlite der Kbmgl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1869, S. 159—193 
WEdS. 688— 698; siehe auch Jahrgang 1878, S. 145— 152: »Über dio Charakteristik von Functio- 
nen-Syatemena.] 
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dagegen für n > 2 



//- 



m(...^,....)^(.. .§,...) ■ 
(n-2)r"-= 



/||-^3ä„_, = K{n)J Jm{...x,. ..)(,(.. .l...)dR:dP:, 

worin das Integral in Bezug auf t^9t„_, über die ganze den Raumtheil 9t^ be- 
grenzende Eaumgestalt SI„_j auszudehnen ist. 

Die Integrale in Bezug auf dR^ und dP^ erstrecken sich über die ganzen 
Raumtheile R^ und P^, aber die Integrale in Bezug auf dR'^ und dP'^ nur 
über alle solche Elementenpaare dR^ mit dem Punkte x^, ...,x^, .. ., x^ und dP^ 
mit dem Punkte g^, .. ., |^, . . ., |„, welche beziehungsweise in den Kaumtheilen 
M und P^ liegen und durch a;, — I,, ■ ■■, ic^,— g^, . . ., fl;„— 1„ die Coordinaten eines 
im Eaumtheile 9J liegenden Punktes ergeben. Sind die Massen m und ft 
nicht in Raumtheilen R^ und P^ stetig verbreitet, sondern in weniger viel- 
fach ausgedehnten räumlichen Gestalten R„_^, und P„_^ oder in Punkten 
enthalten, so treten an die Stelle der Integrale in Bezug auf dR^, dR!^ und 
dP^, dP^ Integrale in Bezug auf dR^_^,, dRl_^ und dP^_^,, dP'^^^ oder auch 
endliche Summen. 

Für die mehrfach ausgedehnten nicht ebenen Räume hat Herr Lipschitz 
in seinen Abhandlungen, welche die homogenen Formen von Differentialen*) 
zum Gegenstande haben, Untersuchungen auch über die Lehre von der Be- 
wegung angestellt. 

Mein in der vorigen Nummer dieser Nachrichten abgedruckte Aufsatz**) 
über die mehrfach ausgedehnten Gaussischen und Riemannschen Räume 
enthält die Hülfsmittel zum Beweise der folgenden Lehrsätze für die Schwer- 
kraft in solchen Räumen. 

Lehrsatz II. Bedeutet r die mit einer beliebigen Längeneinheit ge- 
messene Entfernung zwischen den Massenth eilchen m und fi, bezeichnet 
■ ~ für einen Gauss ischen und — für einen R i e m a n n sehen Raum die 

*) [Monatsberithte der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1869, S. 49. »Unter- 
en dmiigen in botreff der ganzen bomogeuen Functio neu von w Differentialen«:, Crelle'a 
Jounal, Bd. 70, S. 71—102 (1869) ; Bd. 72, S, 1—56 (1870),] 

**) [Siehe S. 169—175 dieses Bandes.] 
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von der Beschaffenheit des besonderen Raumes abhängijje und mit der bei 
der Bestimmung der übrigen Längen zu Grunde gelegten Einheit gemessene 
Länge, welche als die dem Eaume eigenthümliche absolute Längeneinheit 
betrachtet werden kann, haben 11 und K{n) dieselbe Bedeutung wie oben 
und setzt man für ein ungerades n 

y,' ,-- n(2.) "U ] "l 3 j , _ 

dagegen für ein gerades n 






ri(4v + i) 

so ist 



n "^ n - 



die Potential - Function für die zwischen den positiv genommenen 
theilchen m und (t in n-fach ausgedehnten homogenen Eäumen stattfindende 
Anziehung. 

Lehrsatz III. Bedeutet V die Potential -Function der auf eine in 
einem Punkte befindliche Masseneinheit ausgeübten Wirkung, welche als 
von einer positiven oder negativen, irgend wie im Eaume vertheilten Masse 
ausgehend betrachtet werden soll, je nachdem die Wirkung eine Anziehung 
oder Abstossung ist, so wird also 

wenn r die Entfernung des Massentheilchens m von dem veränderlichen, die 
Function V bestimmenden Punkte bezeichnet. Die in irgend einem, von der 
(w — l)-fach ausgedehnten räumlichen Gestalt -E^_, vollständig, aber nur ein- 
fach begrenzten, Eaumtheile R^ befindliche Gesammtmasse wird durch 

K{n)J ön'^— 
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dargestellt, worin K{n) die oben angegebene Bedeutung hat, dN die zu dem 
Elemente dH^_^ der (n — l)-fach ausgedehnten räumlichen Gestalt i? _ nach 
der Seite des von ihr begrenzten Raumtheiles Jt^ errichtete Normale be- 
deutet und das Integral über die ganze Grenze des Eaumtheiles B. ausge- 
dehnt wird. 

Lehrsatz IV. Bestimmt man die Lage eines Punktes durch irgend 
welche rechtwinkelige krummlinige Coordinaten vj^, .. ., v]^, . .., tj^ und bezeichnet 
mit (fvj,, ...j äti^i ..., d-f\^ und i*tj^, ..., S\^ ..., dv)^ irgend welche zwei unend- 
lich kleine Ortsänderungen dieses Punktes, so wird das Product der Längen 
der von dem ersten Orte dieses Punktes nach jenen beiden benachbarten 
Orten gezogenen kürzesten Linien multiplicirt in den Cosinus des von diesen 
Linien eingeschlossenen Winkels die Porm 

haben, worin tj^, ..., ■fj^, ■•-, ^^ positive Functionen allein von tj^, . . ., tj^, .,., vj,^ 
sind. 

Lehrsatz V. Befindet sich die Masseneinheit, auf welche sich das 
Potential V bezieht, in dem nach dem vorigen Lehrsatze durch die Coordi- 
naten 7)j, ..., 7)^, .-■, vj„ bestimmten Punkte und ist die einwirkende Masse an 
dieser Stelle im n-fach ausgedehnten Eaume stetig vertheilt, so ist daselbst 
die Dichtigkeit der Masse gleich 

worin v]' für das Product fi-^fly ■ • • f\„ gesetzt ist. 

Lehrsatz VI. Ist die Masse in einer (w — l)-fach ausgedehnten räum- 
lichen Gestalt J?^_, condensirt und ändert sie sich darin stetig, so wird 

die Dichtigkeit an derjenigen Stelle der Gestalt R^_^, gegen welche hin von 
beiden Seiten die Normalen dN^ und <fiV, zu der räumlichen Gestalt (^ü„_, 
seiallt sind. 
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Lehrsatz VII. Ist die Masse in einer (w — v)-fach ausgedehnten räum- 
lichen Gestalt E„_^ verdichtet und ändert sie sich darin stetig, so wird für 
bis zur Null abnehmende n der Grenzwerth von 

2« V „.. 



Ä)(^_2)iV^-^F für n-v<n-2 
K{n) ^ ' 

die Dichtigkeit an derjenigen Stelle der Gestalt ü„_^, gegen welche hin von 
einem unendlich nahen ausserhalb der Gestalt liegenden und die Potential- 
function V bestimmenden Punkte die Normale iV zu *^-R„_„ gezogen ist. 

Lehrsatz VIII. Bezeichnet JS^ einen bestimmten Eaumtheil, ÜM^ 
dessen Raumelement, welches den Punkt ^^i ■ ■ ■! "»J^) ■ ■ -, ''}„ enthält, ferner J?^_, 
die (h — l)-fache Eaumgestalt, welche den Eaumtheil dR_^ begrenzt, äiR^_^ ein 
Element davon, d'N eine nach dem begrenzten Eaumtheile E^ zu rfü^., er- 
richtete Normale, so ist 





/I 


1 aj7 


«1, " 






-/^ 


■II-.. 


-/-7 


... ö,, U;i; 




ÄJS, 


v^ 


'H«.-. 


-/-f 






Äiä, 



wenn (7 und F solche Functionen der Coordinaten sind, welche sich in dem 
Räume H^ stetig ändern und weiche die auf dB.^ und dB^_^ sich beziehenden 
Integrale endliche Werthe annehmen lassen. 

Definition. Gehen von einem Punkte n kürzeste Linien aus , von 
denen jede zu allen übrigen m — 1 normal ist und welche Coordinatenaxen 
heissen sollen, wird von jenem Punkte nach einem Punkte x eine kürzeste 
Linie gezogen, wird der von dem Punkte bis zu dem Halbirungspunkte 
der kürzesten Linie gehende Abschnitt auf die Coordinatenaxen projicirt und 
die Längen dieser Projectionen mit ya;^, ■■-, -^-x^, •■-, ^a;^, bezeichnet, so sollen 
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^1) ■■■)^^) ■■■i^B '^^'^ recht winke ligün symmetrischen Coordinaten des Punktes 
X heissen. 

Lehrsatz IX. Sind 9t„, -R„ und P„ Eaumtheile, die sich in beliebiger 
Weise decken und durchdringen können, sind a^, . . ,, ß^, . . ., «^ und x , . . ., 
a;^, ..., x^ und |^, ..., §^, ..., g^ die rechtwinkeligen symmetrischen Coordinaten 
von drei Punkten, welche je in einem der drei Raumtheile 9J„, -ß„ und P 
sich befinden, sind m{...'X^...) und ^(. ..^^...) stetige Functionen innerhalb 
der Raumtheile It^ und P^, ist (/9^ die Normale zur räumlichen Gestalt 
t?9Jji_j im Punkte k^, ..., a^, ■■•i% nach derjenigen Seite, wo sich der von 
ihr begrenzte Kaumtheil 8t^ befindet und setzt man 

'f(tgi.«.-tgi..„-ig|si)" , , ^. 



setzt man endlich 

so besteht die Fundamentalgleichung : 

worin das Integral in Bezug auf das Element ddt^_^ mit dem durch die 
rechtwinkeligen symmetrischen Coordinaten w^, . . ., k^, . . ., «^ bestimmten Punkte 
sich über die ganze den Raumtheil di^ einfach begrenzende Eaumgestalt 
^n-i erstreckt, die Integrale in Bezug auf dH^ und dP^ sich über die ganzen 
Eaumtheile E^ und P^, die Integrale in Bezug auf dK^ und dF^ sich aber 
nur über alle diejenigen Elementenpaare dW mit dem Punkte x^, ■■■»iC^i ■■)i^„ 
und dP^ mit dem Punkte 1^, . . ., |^, . . ., g^ erstrecken, welche beziehungsweise 
in den Eaumtheilen jR^ und P^ liegen und durch 

für 1/ = 1, 2, . .., « die rechtwinkeligen symmetrischen Coordinaten «^ . , ., ß^, . . ., «^ 
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irgend eines im Kaumtheile dt^^ liegenden Punktes ergeben. An die Stelle 
der auf dJR^, dR'^ und dP^, dP'^ bezüglichen Integrale können nach Be- 
schaffenheit der m und f^ auch Integrale, weiche über weniger vielfach aus- 
gedehnte räumliche Gestalten sich erstrecken, oder auch endliche Summen 
treten. 

Göttingen, 1873 Februar 1. 
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HAMILTON-JACOBISCHE THEORIE FÜR KRÄFTE, 

DEREN MAASS TON DER BEWEGUNG DER KÖRPER 

ABHÄNGT. 



[Vorgelegt in der Sitzung der Königl. Gesellschaft der Wiesensciaften zu Göttingen am 1, November 187S 
luid veröffentlicht in den »Hachricliteii'; derselben vom 19. November 1873, S. 744—753.] 



Seit Eulers*) grossen Entdeckungen in der Lehre von der Bewegung der 
Körper hat sich diese Wissenschaft vorzugsweise nach ihrer formalen Seite aus- 
gebildet. Zunächst erreichte Lagrange**) durch die ausgedehnteste Anwendung 
des Princips der virtuellen Bewegung eine allgemeinere und mehr analytische 
Darstellung der Mechanik, und ferner eine grosse Vereinfachung durch Ein- 
führung der Function, die wir nach Gauss das Potential oder nach Hamil- 
ton die Kräftefunction nennen. Diejenigen uns von der Natur gestellten 
Probleme der analytischen Mechanik, für welche wir die Differential- 
gleichungen nicht vollständig integriren können, die aber nur durch das 
Auftreten schwacher Kräfte sich von vollständig auflösbaren Problemen 
unterscheiden, hat Lagrange in der Weise umgeformt, dass statt der Coor- 
dinaten und der Geschwindigkeiten die Elemente der bei dem einfacheren 
lösbaren Probleme stattfindenden Bewegung als die die Bewegung des Systems 
bestimmenden Grössen auftreten. Bei dieser Behandlungsweise der Störungs- 
theorie gebraucht er mit grossem Vortheil neben den Coordinaten, welche 



*) [Euler, Tlieoria motus corporum solidorum.] 
**) [Lagrange, Oeuvres, T.V, p. 125 — i90j T. XI u. XII: Möcanique aiialyüque.] 
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die Lage des Systems bestimmen, und neben den Geschwindigkeiten noch ein 
drittes System von Grössen, welche als die nach den Geschwindigkeiten ge- 
nommenen partiellen Derivirten des Ausdruckes für die lebendige Kraft definirt 
werden. Mit Hülfe dieser Grössen und der Coordinaten, als Functionen der 
Elemente der ungestörten Bewegung betrachtet, bildet Lagrange Differential- 
ausdrücke, die wir nach dem von Jacobi*) eingeführten Begriffe der Functio- 
naldeterminanten, eine Summe von Functionaldeterminanten zweiter Ordnung 
nennen können. Diese Differentialausdrücke sind von grosser Bedeutung in 
der Theorie der Störungen, weil ihre Werthe allein von den Elementen ab- 
hängen und weil mit ihrer Hülfe die Änderungen der Elemente bestimmt 
werden; sie leiden aber an der TJnvollkommenheit, dass alle die erwähnten 
Grrössen als Functionen von den Elementen der ungestörten Bewegung und 
von der Zeit dargestellt sein müssen. 

Poisson**) fand im Jahre 1809 Differential-Ausdrucke, welche von diesem 
Übelstande frei sind, aber doch demselben Zwecke dienen und Werthe von 
analoger Form haben. Jeder solcher Differential-Ausdruck setzt nämlich nur 
die Kenntniss zweier Elemente und zwar als Functionen der Coordinateir und 
der Geschwindigkeiten voraus. 

In Folge dieses Umstandes besitzen die Poissonschen Differential-Aus- 
drucke, wie Jacobi***) im Jahre 1840 nach Poissons Tode hervorhebt, die 
merkwürdige Eigenschaft, dass, wenn man statt der beiden Elemente zwei 
Integrale eines mechanischen Problems setzt, der Poissonsche Differential- 
Ausdruck einen constanten "Werth annimmt und also, wenn er sich nicht 
identisch auf eine absolute Constante reducirt, ein Integral wird, welches 
unter Umständen von den beiden ersten unabhängig und demnach im Allge- 
meinen ein neues Integral ist. 

In Verfolgung des Gedankens von Lagrange, neben den Coordinaten 
die nach den Geschwindigkeiten genommenen partiellen Derivirten des Aus- 
drucks für die lebendige Kraft als Veränderliche zu benutzen, hat Hamil- 
tont) im Jahre 1834 die Differential - Gleichungen für die Bewegung in 
*) [Jacobi, Gesammelte Werke, Bd. III, S. 393—438.] 
**) [Jonrnat de Vt.Q,ole Polytechai^iue, 1809, Cah. 15, p. 266—344.} 

***) [Jacobi, Gosammdte Werke, Bd. IT, S. 143—146.] 
t) [ PhilosopMcal Transactions of the Royal Society of London, 1834, Part II, p. 247— 308 

1835, Part I, p. 95—144.] 
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dem Falle, wo die einwirkenden Kräfte die partiellen Derivirten einer Po- 
tentialfiinction sind, auf die merkwürdig einfache Form gebracht, dass die 
vollständigen nach der Zeit genommenen Derivirten der Coordinaten und der 
Lagrangeschen Variabeln gleich den nach diesen Veränderlichen und nach 
den negativen Coordinaten gebildeten partiellen Derivirten einer gemeinsamen 
Function sind. Für diese letztere gebraucht Hamilton den Namen cha- 
racteristic funetion; nach Jacobi bezeichnen wir sie bestimmter als Ila- 
miltonsche Function. 

Von besonderer Wichtigkeit ist aber die von Hamilton aufgestellte 
principal fnnction, welche er als Integral delinirt , dessen El cmeiit da s 
Product aus dem Differential der Zeit muUiplicirt in die Summe der halben 
lebendigen Kraft und der Kräftefunction ist. 

Dieses von Jacobi als das Hamiltonsche bezeichnete Integral besitzt 
zunächst die Eigenschaft, dass, wenn man seine Variation bei festen Grenzen 
gleich Null setzt, man wieder die fundamentalen Differential -Gleichungen 
der Bewegungen erhält. Wird diese Function als allein abhängig von den 
Coordinaten, von eben so viel verschiedenen Integrations-Constanten und von 
der Zeit dargestellt, so sind die partiellen Derivirten nach den Integrations- 
Constanten wieder und zwar neue Integrale, welche mit den ersteren ein voll- 
ständiges System von Integralen bilden. Die partielle Derivirte nach der 
Zeit ist gleich der negativ genommenen Hamiltonschen Function, und die 
Lag ran gesehen Veränderlichen können als die nach den entsprechenden 
Coordinaten gebildeten Derivirten dargestellt werden. Durch Elimination 
der Lagrangeschen Veränderlichen zwischen allen diesen Derivirten erhält 
man eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades 
mit den Coordinaten und der Zeit als unabhängigen Veränderlichen und mit 
dem Hamiltonschen Integral als abhängiger Function. Diese partielle Diffe- 
rentialgleichung kann auch zur unmittelbaren Bestimmung jener Function 
dienen, und Jacobi hat gezeigt, dass letztere daraus in der Mehrzahl der 
Fälle, wo wir die betreffenden mechanischen Probleme lösen können, leicht 
abzuleiten ist, wenn man für jedes Problem die geeigneten Coordinaten ein- 
führt. 

Das Hamilton sehe Integral gewährt nun den grossen Vortheil , die 
Differentialgleichungen für ein Störungsproblem in ebenso einfacher Form 
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darzustellen wie die Ilamiltonschcn Fundamental- Gleichungen für die Be- 
wegung; nämlich dann, wenn man die gestörte Bewegung durch diejenigen Ele- 
mente bestimmt, welche hei dem ungestörten Problem als solche Constanten 
auftreten, die auf die zuvor angegebene Weise theils in dem Harn iltonschen 
Integral vorkommen , theils den partiellen Derivirten des Hamilton sehen 
Integrals mit entgegengesetzten Vorzeichen gleich werden. 

Diese in den Grundzügen von Hamilton gefundene neue Methode der 
Behandlung mechanischer Probleme wurde von Jacobi*) im Jahre 1837 
aufgenommen und zunächst von einigen nicht nothwendigen, hier nicht er- 
wähnten Voraussetzungen befreit, zu denen auch die Gültigkeit des Princips 
der Erhaltung der lebendigen Kraft gehört. Jacobi bereicherte diese Wissen- 
schaft durch eine grosse Zahl neuer allgemeiner Lehrsätze, insbesondere durch 
einen sehr wichtigen Satz, welcher sich auf die Variation der Elemente einer 
von Störungskräften beeinflussten Bewegung bezieht und unmittelbar die 
Werthe der Lagrangeschen und Poissonschen Differentialansdrücke für 
die von Jacobi als canonische bezeichneten Veränderlichen und Elemente 
ergiebt. Jacobi fand dann bei diesen Untersuchungen seinen wichtigen 
Satz über die Variations-Rechnung und seine Erweiterungen der Theorie der 
partiellen Differential-Gleichungen erster Ordnung — eine Eeihe von Ent- 
deckungen, welche ausser in eigenen Veröffentlichungen vorzugsweise durch die 
Vorlesungshefte seines ausgezeichneten Schülers Herrn Borchardt und durch 
mehrere nachgelassene Abhandlungen der Wissenschaft erhalten sind, und 
welchen als Ausgangs -Punkt die neue Methode der Behandlung der analy- 
tischen Mechanik dient**). 

Diese Methode habe ich in einer Abhandlung, welche im 18. Bande der 
Schriften der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften***) erscheint, zu ver- 
einfachen gesucht. Zunächst leite ich darin Grundglcichungen für die 
Bewegung in einer allgemeineren Form ab, als es bisher üblich ist. Nämlich 
in der Weise, dass sie nicht nur für ganz beliebige Arten von Coordinaten 
gelten, sondern auch noch für alle solche Räume, in welchen das Quadrat 

*) [J"acol)i, Gesammelte Werke, Bd. IV, 8. 39—142.] 

**) [Jacobi, Gesammelte Werke, Bd. IV, S. 39— 1«; Bd, V, S, 217— S95; Supplementliand ; Vor- 
leeungen über Dynamik.] 

***) [Sielie Nr. XV dieses Bandes.] 
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des Längenelcmentes allgemein durch einen homogenen Ausdrack zweiten 
Grades in den dem I-ängenelemcnt entsprechenden Diiferentialen der Coordi- 
naten dargestellt wird, also für Räume, wie sie zuerst von Kiemann, dann 
von den Herren Beltrami, Ilelmholtz, Ohristoffcl und T^ipschitz miter- 
aucht worden sind*). 

Als Grandprincip der Mechanik dient mir das von Gauss im Jahre 
1829 bekannt gemachte Princip des kleinsten Zwanges**). Auf diese Weise 
kommt zu den von Gauss selbst schon hervorgehobenen Vorzügen der Ein- 
fachheit und der Allgemeinheit dieses Princips noch eine neue, so viel mir 
bekannt, bisher nicht bemerkte Erweiterung hinzu. 

Aus dem Maass des Zwanges, welches das System der Massen bei irgend 
einer virtuellen Bewegung erleidet, ergiebt sich ein in diesen virtuellen Bewe- 
gungen der einzelnen Theilchen linearer Ausdruck, welcher nach dem Gauss- 
schen Principe keinen negativen Werth annehmen darf. Dieser Ausdruck be- 
steht aus der Summe von zwei wesentlich verschiedenen Arten von Gliedern; 
die einen nämlich enthalten als yactoren von den virtuellen Bewegungen nur 
Grössen, die von den einwirkenden Kräften abhängen, während die Factoren 
in den anderen Gliedern durch die wirklieh entstehenden Bewegungen sich 
bestimmen. Diese letzteren Glieder haben die Eigenschaft, dass sie als die 
algebraische Summe eines vollständigen nach der Zeit genommenen Diffe- 
rentials und einer vollständigen Variation — wenn nämlich die virtuelle Be- 
wegung analytisch durch die Variation dargestellt wird — erscheinen. Sind nun 
die Kräfte die partiellen Derivirten einer Function, eines sogenannten Poten- 
tials, so haben in jenem Ausdrucke die von den Kräften abhängigen Glieder 
auch die Form, dass sie die Summe einer vollständigen Variation und eines 
vollständigen Differentials bilden, welches letztere nur gleich Null wird. 

Hängen die Kräfte aber nicht nur von der Lage der Massentbeilchen, 
sondern auch von deren Bewegung mit ab, so erhalten die Bedingungen dafür, 
dass die Glieder in dieser Form darstellbar sind, eine wesentlich andere 
Gestalt. 

Sind nämlich die Kräfte von solcher Beschaffenheit, dass die in dem 
oben erwähnten Ausdrucke davon abhängigen Glieder als die Summe einer 



*) [Siehe die Citate mS S. 170 u, 179 dieses Bandes.] 
**) [Gauss' Werte, Bd. V, S. 23—28.] 
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vollständigen Variation und eines vollständigen Differentials erscheinen, so 
werden zwar alle Kräfte auch noch durch eine Function bestimmt, welche 
man Potential oder Kräftefunction im verallgemeinerten Sinne des Wortes 
nennen kann, aber die Kräfte sind nicht mehr einfach den Derivirten gleich. 

Gauss hat durch seine Untersuchungen der galvanischen Ströme*) — wie 
es scheint im Jahre 1835 — gefunden, dass deren Wechselwirkungen durch 
Kräfte dargestellt werden können, welche nicht nur von der augenblicklichen 
Lage, sondern auch von der Bewegung der electrischeti Theiichen abhängen. 
Ohne diese, nur im handschriftlichen Nachlasse von Gauss erhaltenen, Ar- 
beiten gekannt zu haben, fand ich 1857 in meiner Preisschrift »Zur Theorie 
der electrischen Ströme«**} den strengen Beweis, dass alle Wechselwirkungen 
zwischen linearen galvanischen Strömen aus solchen Kräften erklärt werden 
können, wenn man die AVechsclwirkungen zwischen electrischen Theiichen 
und ihrem ponderablen Träger oder Leiter als derartige annimmt, dass die 
auf beide electrische Theiichen in derselben Richtung ausgeübte Kraft un- 
mittelbar auf den Leiter übertragen wird, und dass die auf die positiven 
und negativen electrischen Theiichen in entgegengesetzter Richtung ausgeübte 
Kraft einen durch den ganzen linearen Leiter gleichmässigcn augenblicklichen 
Strom hervorbringt. 

Dass diese eiectrodynamischen Kräfte die oben erwähnten Bedingungen 
erfüllen, habe ich 1862 gefunden und damals in meinen academischen Vor- 
lesungen mitgetheilt, auch gezeigt, wie man daraus das von Herrn W, Weber 
184 6 veröffentlichte Gesetz***) ableiten kann. 

Herr Helmholtz hat durch seine tiefer in die Natur der eiectrody- 
namischen Kräfte eindringenden Untersuchungent) gefunden, dass, wenn man 
die Annahme der fern wirkenden Kräfte beibehalten und nicht solche Be- 
wegungsgesetze zulassen will, welche unseren Grund anschau ungen über Natur- 
gesetze widersprechen, es nöthig wird, die Wechselwirkungen zwischen den 
electrischen Theiichen und ihren Trägern anders und vollständiger zu be- 
stimmen, als es bis jetzt geschehen ist. 



*) [Gauss' Werke, Bd. V, 8.601—630.] 
**) [Siehe S. 1 — 35 dieses Bandes.] 
***) [W. "Weljor's Werke, Bd. III, S. 25-214.] 
t) [Helmlioltz, Wissenscliaftliclie AbliMdluugeu, Bd. I, S. 645^628 u. 647— 
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Zur Vereinfachung der weiteren Untersuchungen führe ich eine allge- 
meine, von der vollständigen Differentiation d nach der Zeit und von der 
Variation unabhängige Differentiation D ein. Mit Hülfe derselben erhält 
man zur Bestimmung der Bewegung eine einzige Differentialgleichung 

worin T die halbe lebendige Kraft, V das Potential, q^, q^, ■■■) ?n ■■■ die un- 
abhängigen Coordinaten, q[, q[i ■■■, q'n ■ ■■ die nach der Zeit t genommenen 
vollständigen Derivirten der Coordinaten und p^,p^, •■■fPn ■•■ die beziehungs- 
weise nach den Grössen q[, q'^, ■■■,q\, ■■■ genommenen partiellen Derivirten der 
Function T-i-V bedeuten. Hieraus folgen bei speciellen Annahmen für die 
allgemeine Differentiation D unmittelbar die Bewegungsgleichungen in der 
von Hamilton unter einfacheren Voraussetzungen gegebenen Form. Dieselbe 
Gleichung in der Anordnung 

lässt das Verschwinden der Variation des Hamiltonschen Integrals f{T + V)ät 
erkennen. 

Führt man statt der Veränderlichen ^j §,, Jj, ■ ■ ■! $,, ■ • -, i>,, p,, . . .j^j, -■ . 
ein neues System von Veränderlichen t, ^^, '\>^, ..., tf'j, ■■■) ^,5 %i ■•■, fx, ■•■ ein^ 
so müssen, damit die dadurch entstehenden Gleichungen in Bezug auf diese 
letzteren Veränderlichen die analog einfache Form wie die vorhergehenden in 
Bezug auf die q^p erhalten, die beiden Systeme von Veränderlichen durch 
die Kelation 

worin 8 und E beliebige Functionen bedeuten, verbunden sein. 

Ersetzt man hierin die D-Differentiation durch eine von ihr unabhängige- 
A-Differentiation, differentiirt jede dieser beiden Gleichungen mit der nicht 
darin vorkommenden Differentiation, und subtrahirt die dadurch entstandenen 
Gleichungen von einander, so ergiebt sich 

Diese Gleichung enthält als specieile Fälle — nämlich unter besonderen 



Hosledby Google 



192 HÄMILTON-JACOBISCHE THEORIE FÜR KRÄFTE, KTC. 

Voraussetzungen über die D- und A-Dift'erentiationen — die von Lagrange, 
Poisson, Hamilton, Jacob! aufgestellten Störungsformeln und mag des- 
halb die allgemeine Störuilgsformel genannt werden. 

In der Abhandlung wird dann noch gezeigt, welche Störungsformeln 
der genannten Autoren ein vollständiges System in der Weise bilden, dass 
aus ihnen wieder die allgemeine Störungsformel folgt, und wie sich aus dieser 
letzteren die Substitutions-Gleichung ergiebt, 

Diese Behandlungsweise der Theorie der Störungen habe ich im Jahre 
1862 in meiner academischen Vorlesung über analytische Mechanik mitgetheilt 
und 1 868 in einer Abhandlung der Königlichen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen vorgelegt*). Hiermit stehen noch einige Lehrsätze in 
Verbindung, welche ich jetzt in eine dem 19. Bande der Gesellschafts- 
Schriften angehörende Abhandlung über die Theorie der Poisson sehen 
Störungsformeln**) aufgenommen habe. Da mir zuvor durch meine Heraus- 
gabe der Gaussischen Werke die Zeit zur weiteren Ausführung dieser Lehr- 
sätze fehlte und ich jene ersteren Untersuchungen nicht ohne die letzteren 
veröffentlichen wollte, so wird die Abhandlung über diese neue Behandlungs- 
weise der Hamilton-Jacobischcn Methode erst jetzt für den 18. Band der 
Gesellschafts-Sehriften gedruckt. 

Die Abhandlung enthält dann noch die vollständige Bestimmung der 
Bahnen zweier in einem beliebig vielfach ausgedehnten ebenen Kaume und 
unter Wechselwirkungen, welche auch von den Geschwindigkeiten abhängen, 
sich frei bewegenden Massentheilchen, ebenso die vollständige Bestimmung 
des analogen Problems in einem beliebigen homogenen Räume unter der 
Voraussetzung, dass der eine Miisseupunkt fest liegt. 

*) [Die Abhandlung Nr. XV (beginnend auf 8. 193 dieses Bandes), auf welche sich diese Bemerkung 
Ijezielit, ist in der Sitzung der Königl. Gesellscliaft der Wissenschaften zu Göttingen am 1. August 1868 zum 
ersten Male vorgelegt, und zwar unter dem Titei; »Zur Lehre von den Kräften, deren Maass 
nicht nur von der Lage, sondern auch von der Bewegung der auf einander wirkenden 
Kürper abhängt« (s. Göttinger Nachrichten 1868, S. 319). Sie ist dann in der Sitzung am 1. November 
1873 zusammen mit der in diesem Bande unter Nr. SVI abgedruckten Abhandlung wieder vorgelegt.] 

**) [Siehe üie Abhandlung Nr. XVI diosos Bandes.] 
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Vorgelegt in der Sitzung der Köuigl Geielkchaft der Wisseuschaften ku Göttingen am 1. November 1873*) 

[and veröffeütliclit ia den »Abi andlungeii-! dei selben, Bd. XVIII. Mathematisclie Classe, S. S— 54. 

Göttinnen, 1873.] 



*) [Siebe die erste Anmerkung auf dar vorliergeboiiden Seite.] 
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Hamilton führt durch seine zuerst im Jahre 1834 veröffentlichte neue 
Methode der Behandlung einiger mechanischen Probleme*) bekanntlich die 
Aufgabe der Bestimmung der Bewegung auf die Integration einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung zurück und erreicht dadurch eine be- 
sonders einfache Form der Differentialgleichungen für die Elemente einer 
durch sogenannte StÖTungskräfte beeinffussten Bewegung. Jacobi**) hat den 
Grundgedanken dieser Theorie in einer einfacheren Form aufgefasst, die An- 
wendbarkeit der Methode verallgemeinert und dadurch in diesem weiten 
Gebiete der analytischen Mechanik eine vollständige Neugestaltung der Be- 
handlungsweise geschaffen, welcher auch die Herren Richelot, Liouville, 
Bertrand, Donkin, Lipschitz neue Entdeckungen hinzugefügt haben. 

In den vorliegenden Blättern werde ich diese Methode in der Form 
darstellen, dass ich als Ausgangspunkt die Aufgabe betrachte, für die Ver- 
änderlichen, welche den bekannten Differentialgleichungen für die Bewegung zu 
Grunde liegen, andere von der Beschaffenheit einzuführen, dass die zwischen 
ihnen sich ergebenden Gleichungen eine analog einfache Form erhalten, wie 
die ursprünglichen sie besitzen. Die Bedingungsgleichungen für eine solche 
Substitution lassen sich in besonders einfacher F"'orm darstellen, wenn man 
allgemeine Differentiationen, welche von der die wirkliche Bewegung darstel- 
lenden, nach der Zeit genommenen vollständigen Differentiation, so wie von der 
die vu-tuelle Bewegung darstellenden Variation verschieden sind, zu Hülfe zieht, 
Die Theorie dieser canonisehen Substitutionen, ihre Anwendung auf die Inte- 
grationen der Bewegungsgleichungen auch für die Einwirkung von solchen 

*) [PhÜosophical Trausactions of tlie Boyal Society of London, IBM, Part 11, p. 247—308; 

Part 1, 1). 95—144.] 
*") [Jacobi, Gesammelte Werke, Rd, V, S. 317— 395; Supptementbaad: Vorlesungen über Dynamik.] 
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Kräften, deren Maass nicht nur von der gegenseitigen Lage der Körper, 
sondern aucli von deren Oitsänderung abhängen, so wie ferner die Eigen- 
schaften der im Artikel 9 aufgestellten allgemeinen Gleichungen für die 
Variationen der Elemente und der daraus sich als specielle Fälle ergebenden 
von Lagrange, Poisson, Hamilton and Jacobi gefundenen Gleichungen 
habe ich zuerst im Sommersemester 1862 in meinen academischen Vorlesungen 
mitgetheilt. 

Die folgenden Blätter enthalten ausser diesen Untersuchungen noch eine 
Ableitung der Hamiltonschen Gleichungen aus dem Gaussischen Princip 
des kleinsten Zwanges. Eine andere Abhandlung wii'd sich mit dem Nach- 
weise der Existenz einer normalen Form für jede canonische Substitution, 
mit den nur theilweise gegebenen Substitutionen und mit den Differential- 
determinanten der canonischen Veränderlichen beschäftigen. 



Princip dos kleinsten Zwanges. 

Unter den verschiedenen Grundgesetzen der Mechanik besitzt das 
Gaussische Princip des kleinsten Zwanges mehrere Vorzüge. Es gilt in 
ganz gleicher Form für die Bewegung wie für die Euhe, ferner für solche 
Bedingungen und Beschränkimgen der Bewegungen, dass die jeder möglichen 
Bewegung entgegengesetzte gleich möglich oder nicht gleich möglich ist. 
Es reicht auch vollständig hin, die Bewegung in allen solchen Eäumen zu 
bestimmen, in welchen das Quadrat des Längenelementes durch einen homo- 
genen Ausdruck zweiten Grades der dem Längen elemente entsprechenden 
Differentiale von den Coordinaten dargestellt wird. 

Gauss spricht sein Princip in folgender Form aus, Bd. V, [S. 26] seiner 
Werke : 

Die Bewegung eines Systems materieller, auf was immer für 
eine Art unter sich verknüpfter Punkte, deren Bewegungen zu- 
gleich an was immer für äussere Beschränkungen gebunden sind, 
geschieht in jedem Augenblick in möglich grösster Überein- 
stimmung mit der freien Bewegung, oder unter möglich klein- 
stem Zwange, indem man als Maass des Zwanges, den das ganze 
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System in jedem Zeitthcilchen erleidet, die Summe der Producte 
aus dem Quadrate der Ablenkung jedes Punktes von seiner freien 
Bewegung in seine Masse betrachtet. 

Die Anwendung dieses Grundsatzes auf die Bestimmung der Bewegung 
von Körpern der äusseren Natur bedarf also noch der Kenntniss der Bewe- 
gung eines einzelnen freien Masseutheilchens. Die hierfür geltenden Gesetze 
ergeben sich aus der Natur der Körper und aus der Art der Wirkung der 
vorhandenen Kräfte, sind also wesentlich physikalische. Die allgemein 
gültigsten und an den Üblichen Begriff von Kraft sich anschliessenden sind 
die beiden folgenden Voraussetzungen: 

Ein einzelnes frei bewegliches Massentheilchen, auf welches 
keine Kraft wirkt, bewegt sich in einer kürzesten Linie des 
Raumes und mit unveränderlicher Geschwindigkeit, beschreibt 
also in gleich grossen Zeitabschnitten gleich grosse Wegstrecken. 

Ein einzelnes frei bewegliches Theilchen mit der Masse m, 
welches augenblicklich noch keine Bewegung hat, aber unter 
der Einwirkung einer Kraft It steht, wird eine Bewegung be- 
ginnen in der Richtung der Kraft H und mit der Beschleunigung 
— , wird also in jener Richtung während des nächsten Zeitelementes 
dt den Weg -„ — df zurücklegen. 

Diese beiden Gesetze für sich bestimmen noch nicht die Bewegung eines 
freien Massentheilchens unter der Voraussetzung einer anfänglichen Bewegung 
und der gleichzeitigen Einwirkung einer oder mehrerer Kräfte; aber mit 
Zuhülfenahrae des Princips des kleinsten Zwanges in seiner allgemeinsten 
Deutung lassen jene Fälle sich erledigen. Nach Zulassung dieses Princips ist 
man auch berechtigt, bei der Bestimmung der Bewegung eines Systems irgend 
eine Gruppe der gegebenen freien Bewegungen durch solche andere lingirte 
freie Bewegungen und die gegebenen Bedingungen und Beschräirkungen für 
die Bewegung des Systems durch solche andere gedachte Bedingungen zu 
ersetzen , dass die Bedingungen im Ganzen bestehen bleiben und die aus 
diesen fingirten freien Bewegungen resultirende Bewegung des ganzen Systems 
dieselbe wie die aus jener Gruppe von freien Bewegungen resultirende des 
ganzen Systems wird. Eine der fruchtbarsten Arten der Anwendung dieses Ver- 
fahrens ergiebt sich, wenn man sich die einzelnen Massentheilchen in wieder 
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in kleinere Masfientlieilcheii m^, m^, ... zerlegt denkt, so dass m =^ m^ + m^+--- 
wird, und zu den vorhandenen Bedingungen noch die neuen hinzutreten lässt, 
dass m^, m^, ... untrennbar mit einander Yerbunden bleiben. Irgend eine dem 
Massentheilchen tn innewohnende freie Bewegung kann dann durch eine 
einem beliebigen der Theilchen (zum Beispiel m^) zugeschriebene bestimmte 
freie Bewegung ersetzt werden. 

Die Lage eines Punktes des Raumes, worin die Bewegung vor sich 
gehe, sei gegeben durch die Wertbc der von einander unabhängigen Ver- 
änderlichen ä^^, x^, .. ., a;^, ... . Von dem Punkte (x^, x^, ..., Xj^, ...) seien kürzeste 
Linien gezogen nach dem Punkte (x^ + dx^, x^+äx^, ..., Xj^+dX;^, ...) und nach 
dem. Tunkte (x^+Sx^, x^ + Sx^, ..., Xj^ + ÖXj^, . ..), und von diesem letzteren Punkte 
sei eine kürzeste Linie nach der zuerst genannten Linie oder, nach deren 
Verlängerung gezogen, so wie der Schnittpunkt beider construirt. Die von 
dem Punkte (x) nach diesem Schnittpunkte gezogene kürzeste Linie heisse 
die Projection der von (x) nach (x-i-Sx) gezogenen Linie auf die von (x) nach 
{x i- dx) gezogene Linie und werde als positiv betrachtet, wenn die Projection 
und diese Linie nach derselben Seite hin, als negativ, wenn sie nach entgegen- 
gesetzten Seiten liegen. Das Product der Länge der Projection multipiiciert 
in die Lange dieser Linie werde mit 35 bezeichnet und sei gleich 

worin die Grössen X^j von der Beschaffenheit des Eraumee und der gewählten 
Coordinaten x^, x^, ... abhängen, allgemein der Bedingung X^^ ^= X^,,, genügen 
und allein Functionen von 3;^, x^, . . ., aber nicht von dx,, äx^, . . ., dx^, dx^, ... 
sind, worin ferner die Summation 2 über so viele Werthe 1, 2, 3, ... der 
Indices h und h sich erstreckt, wie der Raum Dimensionen hat. Fällt der 
Punkt (x + dx) mit (x+Sx) zusammen, so geht jener Ausdruck in 

2;X„td«„da;t 

über, welcher mit S' bezeichnet werden soll und das Quadrat der Länge der 
vom Punkte (x) nach (x + dx) gezogenen Linie bedeutet, also bei beliebigen 
da; immer einen positiven Werth annimmt. 

Die Länge einer Linie, deren Punkte durch Werthe der x^, x^, ..., *',,, ... 
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als Functionen einer unabhängigen Veränderlichen gegeben sind, ist gleich 

dieses Integral muss also für eine durch zwei feste Punkte, welchen die con- 
stanten Grenzwerthe des Integrals entsprechen, gehende kürzeste Linie, zu einem 
Minimum werden. Bezeichnet die Variation S eine beliebige Umformung 
der Punctionen x^, x^, ...,x^, ..., so müssen für eine ktlrzeste Linie zwischen 
diesen Veränderlichen solche Relationen bestehen, dass sich 6'\/% auf ein voll- 
ständiges d-Differential reducirt. Es ist nun, wenn man in dem obigen Aus- 
drucke 3) die ^-Differentiation in demselben Sinne nimmt wie hier die Va- 
riation, 

dieser Ausdruck, welcher von den dx und nicht mehr von deren Diffe- 
rentialen dto abhängt und von d\l% sich nur um ein totales Differential 
d-^ unterscheidet, muss also für eine kürzeste Linie verschwinden. 

Ist diese die Bahn eines frei beweglichen Massentheilchens und be- 
trachtet man bei der d- Differentiation die Zeit als die einzige unabhängige 
Veränderliche und deren Differential d* als constant, so wird \j% gleich der 
Geschwindigkeit multiplicirt in df, demnach d\/S; gleich der Beschleunigung 
mnltiplicirt in di"; wenn das Massentheilchen sich frei ohne Einwirkung von 
Kräften bewegen soll, muss also nach dem Grundgesetz A\j% ^ Q und zufolge 
der obigen Gleichung demnach auch 



werden für jedes beliebige Werthesystem der äx^, te^, ..., to,,, ... und unter 
anderen auch für 

to, = dsü,, . . ., iJaij = AXj,, . . ., toft = Ax^, . . ., 
so dass die vorhergehende Gleichung d \/s = als specieller Fall wieder entsteht. 
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Die von dem Zustande der Kulie ausgehende, durch eine Kraft R her- 
vorgebrachte Bewegung eines Massentheilchens m während des ersten Zeit- 
elementes d^ kann man nach dem Grundgesetze als zusammenfallend betrachten 
mit dem ersten Theile einer von dem Punkte (x) nach {x + dx) gezogenen 
kürzesten Linie, wenn sie mit der Kraft R gleiche Richtung hat. Diese Be- 
dingung lässt sich analytisch, wie leicht aus der Bedeutung der hier ge- 
wählten Bezeichnungen hervorgeht, dadurch darstellen, dass --=- die Länge 
der Projection einer von dem Punkte (x^, x^, x^, ...) nach einem beliebigen un- 
endlich nahe liegenden Punkte {x^ + Sa;^, x^-i- Sx^, x^ + dx^, . . .) gehenden, soge- 
nannten virtuellen Bewegung auf die Richtung der Kraft R bezeichnen soll, 
d. h. also dasjenige, was mau die in der Richtung der Kraft jR von dem 
Massentheilchen m ausgeführte virtuelle Bewegung dr zu nennen pflegt. 
Nimmt man wieder die Zeit t als unabhängige Veränderliche der Diffe- 
rentiation d und ferner ät constant, so bedeutet \J% das Product der Ge- 
schwindigkeit multiplicirt in d^ und wird also nach dem Grundgesetze für den 
Anfang t = t^ der Bewegung zu Null, was nicht anders stattfinden kann, als 
wenn für diesen Zeitpunkt die Derivirten -^j -^j ■■■ verschwinden. Unter 
denselben Voraussetzungen wird d \/% dem Producte der Beschleunigung mul- 
tiplicirt in df, also nach dem Grundgesetze dem Werthe — d(^ gleich. 
Multiplicirt man die obige allgemeine Gleichung für eine kürzeste Linie mit 
\!%., so erhält man hier 

-^d£-d®+-^d\/^ = 

dys: = — ar, % = O, -^ = 0, -^ = O, ■ - ■, — = ~ Sr 

für t =^ t^ und für beliebige öx^, dx^, ... 

als Gleichungen zur Bestimmung der vom Zustande der Ruhe zur Zeit t ^ t^ 
ausgehenden Bewegung, welche die Kraft R in dem frei beweglichen Massen- 
theilchen m hervorbringt. 

Indem wir uns nun zur Untersuchung eines beliebigen Systems von 
Massentheilchen wenden, bezeichnen wir für das einzelne Massentheilchen 
m mit x^, x^, x^, ... die Coordinaten und betrachten die Differentiation d als 
auf dt bezüglich und zwar als diejenige Änderung der Grössen, wie sie in 



Hosledby Google 



DEEEH MAASS VON DER BEWEGUNG DBli KÖRPER ABHANGT. 201 

Folge der Bewegung wirklich entsteht. Jedem Massentheilchen m mag eine 
Bewegung innewohnen, vermöge welcher es, wenn es von diesem Zeitpunkte 
t an frei wäre und von keiner Kraft eine Einwirkung erlitte, sich während 
der Zeit df von dem Punkte aj^ nach dem Punkte 

^'h + ^a *;. + -g ^0 ä<j *;> + -f-g- -3- d' Ä-ft + ■ ■ ■ 

bewegen würde, für welchen 

ydS,-d,®, = 

bei jetzt ganz beliebigen 8x,^ wird; mit %^ und %^ sind hierbei diejenigen 
Ausdrücke bezeichnet, weiche entstehen, wenn die Differentiation d im Sinne 
von d^ und zwar für verschiedene Massentheilchen m auch wieder beliebig 
verschieden genommen wird. Auf jedes Massentheilchen m wirke je eine 
besondere Gruppe Kräfte R , R^^, ..., welche, wenn sie einzeln für sich auf 
m wirkten und letzteres augenblicklich im Ruhezustande, aber frei beweglich 
wäre, je nach dem Punkte 

oder 

% + % ^h + j d„ d„ x,, + ^-g-g- d>^ + ■ ■ ■ 

u. s. w. treiben würden; hierin ist 

2 ' ' ' \J%, kt ' ' ' m 

^Ä3:,-d„S„+-5^d„VC = -S^M-M.3;„.toi + iJf„-^d(= = 

und entsprechend für die übrigen Kräfte, und es haben ö"r , Sr^^, ... in Bezug 
auf R,R, ... dieselbe Bedeutung wie ör in Bezug auf R. 

Jedes Massentheilchen m werde in kleinere Massentheilchen *»„,)»,... 
beliebig für jedes einzelne m zerlegt gedacht; es kommt also zu den ursprüng- 
lichen Bedingungen noch die neue hinzu, dass die Massentheilchen m^, m^, ..., 
welche die Theile einer Masse m ausmachen, mit einander fest verbunden sein 
sollen. Wir wollen annehmen, dass die Grössen (m^ m^\ so bestimmt seien, 
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dass es für die ganze Bewegung denselben Erfolg habe, ob dem Massenpunkte 
m eine Bewegung innewohnt, die ihn, wenn er frei und keinen Kräften aus- 
gesetzt wäre, nach dem eben angegebonen Punkte brächte, oder ob den 
Theilen m , ?« , ... keine Bewegung innewohnt, dagegen dem Theile m^ eine 
solche, so dass, wenn dieser sich frei bewegte, er nach dem Punkte 

x„ + [m, m,\ j d,«^ + g- do d^a^,, + TXs" ^' '*^'' + ' " | 

gelangen würde; ferner mögen {m,ni\, {m^m\, ... derart bestimmt sein, 
dass die Einwirkungen der Kräfte iJ^, J2^^, ... auf die Massen ersetzt werden 
durch Kräfte, welche auf die einzelnen Theile m_, m,^, ... allein wirken, so dass 
diese bei freier Bewegung ein/,eln je nach dem Punkte 

a^;. + {m,m,XJd,a;„ + ^d,d,ic,. + Y;2-g-d>,.+ ---j, 

«/,+ (w,»0/,j^,Ä + |d„d„fl:,+ ^-^dX + ---j 

u. s. w, gelangen würden. 

Die wirklich ausgeführte Bewegung bringe den Massenpunkt w, also 
jeden seiner Theile )»„, »i^, m,, ... von dem Punkte % nach 

a;,. + dr,. + -^ d d x,, + ~2~^ d' «,, + ■■■ ; 

irgend eine andere mit der inneren Verknüpfung der Massen und mit den 
Bedingungen und den äusseren Beschränkungen verträgliche Lage des Systems 
können wir dann in der Weise darstellen, dass der Massenpunkt m und also 
jeder seiner Theile m„, m,, m^^, ... den Ort 

Xi, + dXf, + da:,. + Y ^^1*'. + "i~2~3" ^'^'h^-'- 

einnehme, so dass, weil d und d unendlich kleine Aendemngcn bedeuten 
auch der Ort 

a;,,+ toft 

für den Massenpunkt m ein mit den Bedingungen verträglicher ist. Die- 
jenigen Differentiale der Coordinaten, welche der Abweichung irgend einer 
möglichen von der freien Bewegung der Theilclien entsprechen, sind mithin 
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für m^ 

{m , m,)i [ d, x,, + ■- d, d, a^Ä + ■ ■ ■) - i^^h + i^s + -^ il d«,, + ■ ■ ■ j , 

u. s. w-, und es ist also nauh der für den E.aum und diese Coordinaten j 
machten Voraussetzung das Quadrat dieser Abweichung 

für m^ gleich 



xUm. 
für m^ gleich 



S'««?^.- 



+ '«,2^;,* 



X ()ii, mj^fd, Xi + — d,d,3;i + ■■■] — 
u. s. w.; mithin ist das Maass des Zwanges 

. j(jM, m,);,ld,Ä,,+ — d, d,a^,,H — 
Mm, m,%Uxi+ji,i,Xt + -- 



dx,, + ä^,, + — ädxj^+---\ix 
;s+aa;i + --dda;i + --.j , 

dxi,+ äxi, + — ää.Xi,-\ — j X 

•i,+ dxt + -^S.3.Xk + --Al, 
für diese Bewegung gleich 
-(dxi,+ äx^ + - dd% + ---] X 

- Ux/^ + da:j+ — dda:^ + ■ ■ ■ j 

- (3x,,+ dXi,+ ~(!i.dLX^ + --\ix 

- (äx;, + äxi, + — ddiSj + •■■){ 



Nach Gauss' Princip sind die äx^, ddrc^, ... so zu bestimmen, dass dieser 
Ausdruck unter allen möglichen Werthen der ö"x,^ seinen kleinsten Werth 
für Sx^ = 0, dx^ = 0, . . ., dx^ — Q annimmt, dass also, wenn man diesen Aus- 
druck nach Potenzen von den äcc entwickelt, die sich ergebende Summe der 



Hosledby Google 



204 HAMILTOK-JACOBISCÜE THEORIE FUß KRÄFTE, 

linearen Glieder, nämlich 

worin m^+ m^+ m^^-] durch m ersetzt ist, nie negativ wird. 

Die noch unbekannten (m,*Bj^, («j, wij^, . . . ergeben sich durch die Be- 
trachtung, dass, wenn der aus J«,,, w , m^^, ... bestehende Massenpunkt m für 
sich frei wäre und von keiner Kraft eine Einwirkung erführe, also sich nach 

11 11 

^A+cla;,. + -^ad^ft + Y-^3"^"%+-" == %+ d(,a!;,,+ Yd„d„%+ ^ ^ ^ dlx,, + --- 

bewegen würde, er dahin auch gelangen müsste, wenn von seinen mit ein- 
ander fest verbundenen Theilen nur m^ eine freie Bewegung nach 

die übrigen Theile dagegen keine freie Bewegung besässen, also 

'i,'^ft + Y'l,'i,a:ft+ -j-^— -d>,,+ --- = 0, 

u. s. w., für alle h sein müsste. Nach dem Princip des kleinsten Zwanges 
darf dann also 

-2g^MK('^^H)Ak^/, + Yd„d„a;,,+ -..j-m(d:r, + |-dda;, + ---]jtoj 

für kein Werthe System ±Sx^, . . ., ±dx^, . . . negativ werden, muss also =0 
sein. Hierin ist der Factor von X^^toj, nur ein besonderer Werth von to^; 
er muss also, da für diesen besonderen Fall die Summe proportional dem 
Quadrate eines Längenelementes im Räume wird, selbst = sein. Es ent- 
steht daher mit Hinzuziehung der obigen Gleichung die Relation 

»»o(«-'»o)aK«;.+ -2 '^«*^»^i.+ "") = «Md«/, +y dda:,, +■■■) 



Hosted by 



Google 



DEREN MÄAS8 VON DEß BEWEGUNG DER KÖRPER ABHÄNGT. ^05 

und es ist demnach 

Durch gleiche Betrachtungen ergiebt sich 

in m 

(m , m, ). = — , (m, m„ ). ^ — , ■ ■ ■ . 

Nach Einsetzung dieser Weithe nimmt die in dem Maasse des Zwanges ent- 
haltene Summe der in Bezug auf äx linearen Glieder die Form an: 

In diesem Ausdrucke sind noch 

4a = 0, -*Ä = o, ... 

dt ' äi ' 

für alle Indiees h. Bestehen keine solchen inneren Verknüpfungen der Massen 
und äusseren Beschränkungen der Bewegung, welche eine Unstetigkeit in der 
Grösse oder Richtung der Bewegung veranlassen, so wird 
d„ie,, =: d:Cft 

für alle Indiees k und alle Massenth eilchen m. 

Es reducirt sich also der in Sx lineare Theil des Maasses des Zwanges auf 

oder — wenn man berücksichtigt, dass nach dem Obigen 



'd%. 



-tlo®„ = -j'ZSXi,iA,x,..eL,x„-'^d,X„iA,x„,Sx^--^Xj,^A,d,Xi,.Sx!, = 



-6% -d ® +^-d„\/s; = -SXM.a„d„a;„.d*>i+d^„-^di' = 
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ist — auf 
oder 

m ^ hk m hk 1 

dieser Ausdruck darf also für eine stetige Bewegung der Massentheilchen m 
nie negativ werden , wenn nämlich x^ die Coordinaten von m zur Zeit t, 
dagegen 

die Coordinaten von m zur Zeit t + dt sind und 

solche Coordinaten von m bedeuten, welche eine Lage dieser Massentheilchen 
bestimmen, die nach den gegebenen inneren Verknüpfungen derselben und 
den äusseren Bedingungen und Beschränkungen der Bewegung des Systems 
möglich ist, Die J^^ bedeuten sämmtliche auf die Massentheilchen einwir- 
kenden Kräfte und 3r. die bei den virtuellen Bewegungen Sx^, Sx^, ... Sx,^, ... 
entstehende virtuelle Bewegung, welche der Angriffspunkt von R^ in der 
Richtung dieser Kraft beschreiben würde. 

Für einen Eaum von der Beschaffenheit, dass bei ?j-facher Ausdehnung 
das Längenelement darin durch die v** Wurzel eines nicht reducirbaren homo- 
genen Ausdrucks v*'^'^ Grades der Differentiale der n Coordinaten, nämlich 
durch 

\l^ == \/'S X,,, i,^___^^ dxi^xi,^ . . . da:,., 

dargestellt wird, hat die Bestimmungsweise der Bewegung mit der eben be- 
tiachteten am meisten Analogie, wenn man, mit iJ,. die wirklichen Kräfte 
und mit ® die v-fache über alle aus der Reihe 1,2,3,...,« genommenen 
Indices h^...h^ zu erstreckende Summe 

S -^s, /t2 ...;.. i5«;.. da:,,^ . . . dx^^ 

bezeichnend, den Ausdruck 

(1.) -2«»(-<JS-d's)-2A^'-icL(' 



Hosted by Google 



DEEEN MAASS VON DER BEWEGUNG DER KÖRPER ABHÄNGT. 207 

für keine mit den gegebenen Beschränkungen verträgliclie virtuelle Bewegung 
to„ toj, .. ., to^ der Massentheilchen m negativ werden läset. Auch hier 
würde dann die freie Bewegung eines Massentheilchens m, auf welches keine 
Kräfte wirken, mit gleicher Geschwindigkeit in einer kürzesten Linie ge- 
schehen, weil 

ist. 

Sind die lur die Bewegung gegebenen Bedingungen derart, dass zu 
jeder möglichen Bewegung auch die in dem entgegengesetzten Sinne möglich ist, 
80 muss der obige Ausdruck (1.), welcher in den beiden Fällen entgegen- 
Zeichen erhält und nie negativ werden daif, = sein. 



K r ä f t e f u n c t i on. 

In dem obigen Ausdrucke (1.) stehen die beiden ersten Glieder in der 
Beziehung zu einander, dass das erste Glied —öS mit entgegengesetztem 
Vorzeichen genommen die vollständige ö -Variation enthält, welche in dem 
zweiten Gliede dS) nach Ausführang der angedeuteten Differentiation vor- 
kommt, und dass umgekehrt das zweite Glied die vollständige d-Differentiation 
enthält, welche in dem mit entgegengesetzten Vorzeichen genommenen ersten 
Gliede nach Ausführung der ^-Variation vorkommt. Durch diese Kegel für 
die Bildung der Glieder ist jedes von beiden schon durch das andere bestimmt. 

Bezeichnet man alle Coordinaten x,^ von allen Massentheilchen m der 
iteihe nach mit g^, %^^ ..., |j, ..., und setzt man allgemein 

diP,, __ , d^j ;., 

und die von Leibniz für den Fall v = 2 lebendige Kraft genannte Grösse 
so wird die Grundgleichnng 

-«i'+A^||«,-2;s,*n = 0, 
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wenn bei der partiellen 0- Differentiation einer Function die Grössen | und 
I' als von einander unabhängig betrachtet werden und in der Summe für die 
t der Reihe nach alle Coordinaten von allen Massentheilchen m gesetzt 
werden. 

Die Grundgleichung für die Bewegung wird also eine besonders einfache 
Form annehmen, wenn auch das letzte Glied ^R^Si\ät* in solcher Weise als 
Differenz einer totalen Variation und einer totalen Differentiation dargestellt 
werden kann. Für die meisten Kräfte der Natur ist, wie Lagrange zuerst 
bemerkt hat, S-Rj«*»'; die totale Variation einer Function, welche allein von den 
Coordinaten der Massentheilchen m und nicht von dem Bewegungazustande 
derselben abhängt; von dieser Function enthält also die Variation kein Diffe- 
rential, oder solches ist gleich Null zu setzen. 

Gauss*) hat zuerst auch Kräfte von der Beschaffenheit betrachtet, dass 
ihr Maass nicht nur von der Lage, sondern auch von dem Bewegungszustandc 
der Massentheilchen m abhängt. Wir wollen für die weitere Untersuchung 
diese Abhängigkeit als eine solche voraussetzen, dass 

die Differenz einer totalen Variation und einer totalen Derivirten nach der 
Zeit werde. Ist die totale Variation 

= SV, 
so muss die totale Derivirte 

sein, worin §" = -^j u. s. f. ist. Die Grösse V mag in Verallgemeinerung 
des von Gauss eingeführten Namens das Potential oder in Verallgemeinerung 
der Hamiltonschcn Bezeichnung die Kräftefunction für die gegebenen Kräfte 
bei der Bewegung eines Systems genannt werden. Wir wollen unsere Unter- 
suchung auf den Fall beschränken, wo V keine höheren Derivirten als die 
ersten g^ enthält, so dass also 



*) [Gauss' Werke, Bd. V, S. 601—630.] 



Hosledby Google 



DEREK MAASS VON DER BEWEGUHS DES KÖRPER ABHÄNGT. 209 

wird und die Fundamentalgleichung (1.) der Bewegung die Form 

(2.) -''(2'+'') + -^2;^-^«6 = o 

annimmt. 

Hierin besitzt der Ausdruck 

^ Hl ""' 
die Eigenschaft, dass sein Werth ungeändert bleibt, welche im Räume festen 
oder beweglichen, von einander abhängigen oder unabhängigen Coordinaten g 
auch zu Grunde gelegt werden mögen. 

Bezeichnen nämlich 5^, q^, ..., ^j, ... solche von einander unabhängigen 
Veränderlichen, so müssen die ...l^... als Functionen von t und den q dar- 
gestellt werden können; es ist demnach 

At dt if ö'ih d( ' dt k ö(lk 

worin d die partielle Differentiation nach t und den q bezeichnet und 
-^|--, ~ für alle 
also allgemein 



-||'-, y^ für alle Indices l und h von allen ...q'^... unabhängig sind, so dass 



1^ ^3l 
ist, und dadurch, wie bewiesen werden sollte, 






yHI±n.öt - vll^jtll V ^^' tf« - V ''f^+^^ V ^^' Sa -y 

4- Hl ^^' ~ 4- ni ■? ö^**^" - ^~"W~^Jg ^' ~ ? 

entsteht. 

Setzen wir nun entsprechend dem von Lagrange zuerst eingeschlage- 
nen Wege 

(3.) Ä±n = ., 

so wird die Gleichung (1.) zu 



(4) ; _ yM^-t^a, yii.T+r) i n(T+y) -i siT+V) a, 
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■worin die Sumniationen über alle Werthe 1, 2, 3, ...,« des im Ausdrucke 
allein vorkommenden Index / zu erstrecken sind, wenn wir von jetzt an mit 
n die Anzahl der veränderlichen Grössen q bezeiclinen. 



Allgemeine Differentiale. 

Die Untersuchung der vielen merkwürdigen Eigenschaften der Function 
y + y wird bedeutend vereinfacht, wenn man den Begriff eines allgemeinen 
Differentials D in dem Sinne einführt, dass es für eine Function und die in 
ihr vorkommenden Grössen irgend welche nur durch die Form dieser Func- 
tion bedingte Veränderungen darstellt, so dass also, wenn für die Function 
und deren Argumente die den gegebenen Diiferentialgieichungen genügenden 
Integralgleichungen hinzugenommen werden, auch die Integrationsconstanten 
dieser allgemeinen Differentiation unterworfen werden müssen. 

Die bisher schon benutzte Variation d, welche eine beliebige virtuelle 
Bewegung bedeutete, ist eine allgemeinere Differentiation als die nach der 
Zeit t genommene sogenannte vollständige Differentiation, umfasst aber von 
der allgemeinen Differentiation nur diejenige, bei welcher die Coordinaten 
eine mit den gegebenen Bedingungen verträgliche unendlich kleine Aenderung 
erleiden. 

Die Function T + V ist nach Einführung der Grössen g, welche die 
Lage des Systems der bewegten Massen für die Zeit t bestimmen und dieser- 
halb die Coordinaten im allgemeineren Sinne des Wortes heissen mögen, zu- 
nächst als Function von t, . . ., q^, ..., g\, . .. gegeben. Wenn wir also die par- 
tielle Differentiation in Bezug auf diese Grössen wieder mit Ö bezeichnen, so 
wird das allgemeine Differential 

oder mit Rücksicht auf die Definitionsgleichungen (3.) für die p und die 
zuletzt gefundene Bewegungsgleichung (4.) 



D(r + F) = ii?+llDt + 



SftEa+SftDs, 
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worin also die Dq und Dt vollständig unabhängige Differentiale bedeuten, 
während D^^, Df/^, ..., ü*^^ den für die Bewegung gegebenen Beschränkungen 
genügen müssen. 

Die beiden hier voi'koinraenden Differentiationen D und d sind von ein- 
ander unabhängig, ihre Reihenfolge kann also vertauscht werden und dadurch 
entsteht aus der letzten Gleichung 



D(r+7) = ^-^i>t + -l^j:p,-D,,. 



Nimmt man hierin die allgemeine Differentiation D in dem speciellen 
Sinne der vollständigen Differentiation d nach der Zeit t und dividirt die so 
entstandene Gleichung durch den für die vollständige Differentiation d nach 
der Zeit t constanten Factor ät, so wird 

dt 

Durch Substitution des hieraus sich ergebenden Werthes der partiellen Deri- 
virten von T + V nach t geht die allgemeine Gleichung in 

(6.) D(T + 7) = -^{{T + V-Smd'üt + Spfis,] 

oder 

(6.) D(T + F) = -i (y+F-SK9i)I« + Sji;D« + SttI>!!; 

über, woraus durch speciellc Annahmen über die allgemeine Differentiation 
Dt, ..., Dq^, ..., DjJ, ... die obigen Definitionsgleichungen (3.) für die p, die 
Bewegungsgleichung (4.) und der schon gefundene Werth für '■ „1' ^ sich 
ergeben. 

Subtrahirt man von den beiden Seiten dieser Gleichung die ent- 
sprechenden Seiten der identischen Gleichung 

so entsteht 

oder, wenn man zur Abkürzung 

(7.) -T~V+^p,,/, = _(2' + F) + Sg;-^^ = H 
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ät '' 



Für den Fall, dass mit Rücksicht auf die inneren Verknüpfungen und 
die gegebenen äusseren Besclixänkungen die Veränderlichen q von einander 
unabhängig sind, enthält diese Gleichung, wenn man sich in dem obigen Aus- 
drucke für H, welchen Jacobi die Hamiltonsehe Function genannt hat, 
die Grössen q mit Hülfe der Definitionsgleichungen (3.) für die p diirch 
t, ..., q^, ...,Pi, ... bestimmt denkt und in Bezug auf diese letzten Veränder- 
lichen die partiellen Differentiationen mit d bezeichnet, als besondere Fälle 
die folgenden, unter apecielleren Voraussetzungen als ihnen hier zu Grunde 
liegen, von Hamilton aufgestellten Gleichungen 



öpt ~ ^' ~ dr 



(8*.) 



dH ^ _K2jt-J0 



Es ist oben in der Gleichung (6.) das allgemeine Differential von T -vV 
durch eine nach t genommene vollständige Derivirte dargestellt; beschränkt 
man nun den Sinn jener allgemeinen Differentiation auf den der Variation, 
so ergiebt sich daraus der verallgemeinerte Hamiltonsehe Satz: 

= 8J{T+V)d.t = äJl^^p^^-^HJät, 

wenn nämlich die Werthe der Grössen an den Grenzen dieses Hamilton- 
schen Integrals unveränderlich vorausgesetzt werden. Durch Ausführung der 
Variation entsteht 

SO dass aus der Bedingung des Verschwindens der Variation auch wieder die 
zuvor aufgestellten Bewegungsgleichungen folgen. 
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Diese Verallgemeiuerung des Hamiltonschen Satzes hat Herr Lip- 
schitz in seiner oUntersuchung eines Problems der Variationsrechnung, in 
welchem das Problem der Mechanik enthalten ist« (Borchardt's Journal 
Bd. 74, S. 116 — 149) als Grundlage zur Bestimmung der Bewegung angenommen, 
wenn die Bewegung unter Einwirkung von Kräften geschieht, die von der Lage 
und nicht der Veränderung des Systems abhängen und eine Kräftei'nnction 
V besitzen, und wenn ferner der Eaum so construirt gedacht ist, dass das 
jjängenelement durch die v'° Wurzel eines homogenen Ausdrucks v*™ Grades 
von den Differentialen der Coordinaten dargestellt wird. 

Aus der Gleichung -^ = ■■ ' - ^- ^ folgt, dass, wenn 2' + F neben den 
Grössen q und q' nicht die Grösse ( explicite enthält, 

lllhül-iT + V) = f/= const. 
ein Integral der Gleichungen (8*.) für die Bewegung des Systems wird und 
die Verallgemeinerung des von Johann Bernoulli zuerst gefundenen Princips 
der Erhaltung der lebendigen Kraft bildet. 

Sind die q im Baume feste Coordinaten, so enthält T die Zeit t nicht 
explicite; in diesem Falle braucht also nur das Potential V die Zeit t nicht 
'/.u enthalten, damit das obige Integral gilt. 

Ist das Potential V unabhängig von der Bewegung, enthält es also die q' 
nicht, und sind noch ...q^... im Räume feste Coordinaten, so wird unter 
Anwendung des ICulerschen Satzes auf T als homogene Function v**" Grades 
von den Grössen q' 

Enthält ferner das Potential V die Zeit t nicht explicite, ist also H~ 
constans, so wird 

/2(F;ft'--S")d; = J'vTdt-HJ'dt = J'-^m.v^di-Hjdl == /2%<"'cls,-.H/■d^ 
wenn ds. oder v.dt den von dem Massentheilchen )«, während der Zeit dt 
zurückgelegten Weg bedeutet. Da die Variation des ersten Gliedes dieser 
Gleichung nach dem oben angeführten verallgemeinerten Hamilton sehen 
Satze verschwindet, so muss unter Zuhülfenahrae der Integralgleichung H = 
const, die Variation auch von f'^m^.v'l"' ds. zu Null werden, wie es für v = 2 
Maupertius' Princip des kleinsten Kraftaufwandes erfordert. 
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Unter den hier aufgeführten Voraussetzungen und für v = 2 erhält man 
auch das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft 

const. = H = -^piql-T-V = (v-l)T-V = T-V. 

Zu den beiden oben aufgestellten Systemen von Differentialgleichungen 
kann man noch zwei andere Systeme hinzufügen, Subtrahirt man die Glei- 
chung (6.) (nach Einführung der Function H durch Gleichung (7.)) 

Tl(T + V) = -H'.Dt + 'SiP'iDqi + XPiWi 
von der identischen Gleichung 

so entsteht: 

wird demnach -^'S,^!Pi~T — V als Function von den Veränderlichen t,p^, ■■■)/*„5 
p^, ■■■,pl dargestellt, so sind ihre nach diesen Veränderlichen genommenen 
partiellen Derivirten der lleihe nach gleich H', q[, ..., q'^, g^, ..., g^. 

Subtrahirt man dieselbe Gleichung (6.) von der identischen Gleichung 

so entsteht 

BCZpI^i-'J'-V) = -Jf'-D^ + S&DX-Si'D^;,- 
wird demnach '^plgi~T—V als Function von den Veränderlichen t, p[, ...,p|,, 
g[, •.•,% dargestellt, so sind ihre nach diesen Veränderlichen genommenen 
partiellen Derivirten der Reihe nach gleich 

■ö'i 2i) ■■■! 2r. I ~Pi: ■■■! ~Pn- 



Substitntionsfunction. Integration. Störungstheorie. 

Die besonders einfache Form der für ein mechanisches Problem auf- 
gestellten Differentialgleichungen ergab sich dadurch, dass zu einem System 
unabhängiger Coordinaten ...q^... ein geeignetes System von Veränderlichen 
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...Pj... eingeführt wurde; und zwar konnten die ursprünglichen ...q^... ganz 
beliebig gewählt werden, es ergaben sich immer zugehörige ...p^.... Aber 
auch in noch allgemeinerer Weise können Systeme von zusammengehörigen 
Veränderlichen mit der Eigenschaft, dass sie den Differentialgleichungen jene 
einfache Porm gehen, gefunden werden; solche Veränderlichen führen deshalb 
nach Jacobi den Namen »Canonische Variabein«. In der Tliat, die Gleichung 

die alle übrigen enthält, zeigt, dass, wenn die 9 und il* statt der j) und q 
ein neues System von canonischen unabhängigen Veränderlichen bilden sollen, 
es nur nöthig wird, nach Ersetzung der p und q durch die 9 und ^ in jener 
Gleichung für die Function T + V entweder dieselbe Function jetzt in t, <p, '\i 
ausgedrückt oder eine neue Function zu setzen. Dieser neuen Function 
können wir die Form T + V~S' geben, worin <S" noch näher zu bestimmen 
bleibt; wir erhalten dann 

und, nach Subtraction dieser Gleichung von der vorhergehenden, 

Soll diese Gleichung der Substitution der canonischen Veränderlichen 
9„ ^; für die p^, q^ allgemein, das heisst unabhängig von den besonderen Glei- 
chungen für ein bestimmtes mechanisches Problem, gelten, so muss, weil die 
eine Seite eine vollständige Derivirte nach der Zeit t ist, auch die andere 
DS" und demnach 8' es sein. Es muss also eine Function S geben, welche 
die Gleichungen 

dS „, 
"dT^^ 

oder 

(9.) DS = -EDi + SPiEa-STiD*-. 
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rin 
(10.) J==Si>rif-ST.J-^ 

;, erfüllt. 

Umgekelirt genügt auch die Gleichung (9.) bei beliebigen Functionen 
S und E, damit die eingeführten Veränderlichen ^ und f ein canoniscbes 
System werden, weil aus (9^) die Gleichung (10.) als specieller Fall der D- 
Differentiation folgt und durch beide aus der Fundamentalgleichung (6.) für 
,.., 0., ..., .■■,p,, ■■• die oben aufgestellte Fundamentalgleichung für die 
,.., 6,, , tp,, ... entsteht; diese letztere lasst sich auch in der Form. 



oder nach Einführung von H und E in der Form 

(IL) -.üffr-J!) = -(/J"~Ji")ßf-S'^.'i^?<-'ri:?;D-;.; 

darstellen. Wenn T + V—S' als Function von t, 4»;, tl", aufgefasst wird, so 
folgt aus der ersten dieser drei Gleichungen, dass ihre partiellen Derivirten 
nach diesen Grössen der Reihe nach gleich — 0"'+ _E', tp^, 'fj werden. Wenn 
man T+F— S'— ^Ti'i'i *^^^^ —H+E als Function von t, tpp 'Jj; betrachtet und 
die partiellen Derivirten nach diesen Veränderlichen mit bezeichnet, so 
erhält man aus der Gleichung (11.) 

/ 
(12.) l 



Die Fundamentalgleichung der Bewegung, die Substitutionsgleichung und 
die dadurch transformirte Bewegungsgleichung stimmen in ihrer Form der- 
art überein, dass die aligemeinen Relationen, welche allein zwischen den 
Grössen g^, ..,, f/^^, p^, ■•■>Pn^ ']',, ■•■! 4'.ii 9i' ■■■' fn gestehen, und welche in 



l)(fl--E) 

»fr-- '" 




»4, V, 


it' 




ilH-E) 
it ' 
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den folgenden Artikeln ausfühiiiclier entwickelt werden, auch zwischen den 
Grössen q^, ..., q^^-, p[, . .., p'^, q[, . .., q'^, -~p^, •■•, ~p„ und ebenso zwischen 
§j, . . ., q^, p[, .. .,^^, Pj, . . ., p^, q[, ..., ql, ferner zwischen tjj^, . . ., ({j^, tp', . .,, tp' 
?i' ■■■' 9n' ¥i> •■•! ¥« ^^^ ^'^ ^^^'^ bestehen. 

Die allgemeine Substitutionsgleicbung enthält den besonderen l'all, in 
welchem die Grössen ({j ebenso wie die q die Bedeutung von Coordinatcn 
haben, in der Porm, dass S und also auch S' zu Null wird, dass ferner die 
Grössen q als Functionen von t und den tjj gegeben sind und zwar in einer 
solchen unabhängigen Weise, welche die ^ auch als Functionen von ( und 
den q darstellen lässt, und dass endlich die Grössen JE und tp durch die Sub- 
stitutionsgleichung bestimmt sind. 

Eine andere sehr allgemeine und besonders wichtige Art der Substitution 
ist diejenige, bei welcher die Relationen zwischen den beiden Systemen von 
Veränderlichen sich so darstellen lassen, dass die p zu Functionen von 
den Grössen t, q, ^ werden. Durch diese letzteren können dann auch nach 
Einsetzung der für die p^ erhaltenen Ausdrücke alle übrigen Grössen bestimmt 
werden. Wegen der Wichtigkeit dieser Art der Darstellung der verschiede- 
nen Veränderlichen wollen wir für die partiellen nach f, q, (]j genommenen 
Derivirten ein besonderes Zeichen einführen und zwar ä, da diese Diffe- 
rentiation die oben betrachtete Variation als speciellen Fall enthält. Die 
allgemeine Substitutionsgleichung giebt dann 

und hieraus ist ersichtlich, wie, wenn die p^, ■■•,/'„ als solche Functio- 
nen von i, j^, ..., j^, tjj^, ..., (f)^ gegeben sind, dass sie die nach ?,,■■■>?„ 
genommenen partiellen Derivirten irgend einer und derselben 
Function sein können, die übrigen Veränderlichen sich als ein 
canonisches System von Veränderlichen tjj^, .. ., tfj^, '^^,...,1^^ bestim- 
men lassen. 

Wird bei einer solchen Substitution H—E von einer oder mehreren oder 
allen der Grössen tjj und cp unabhängig, so folgt aus den Gleichungen (12.) 
für die partiellen Derivirten von H—E, dass die jedesmal mit demselben 
Index versehene entsprechende Grösse i^^, ..., »p^j, cj;^, ,,., ^,^ eine Integrations- 
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constante ist. Wird H—E zu Null oder auch nur unabhängig von tf',, ■■-, ff*«? 
?ii ••■) ¥»' ^^ ^^^'^ diese letzteren sämmtlich Intcgrationsconstanten und bilden 
ein vollständiges System von Integralen der Differentialgleichungen 



dH 


M, 


*, 


Tt 


dH 


ip, 


ö«, ~ 


it 



Die Aufgabe, diese Gleichungen vollständig zu integriren, lässt sich also 
auch in der folgenden Form aussprechen: Es sind die Grössen —H, p^, •■iP 
als solche Functionen von ^ Jj, ■■., $„ und einer mit den q gleich grossen 
Anzahl von Grössen '\)^, ■■■,'^^ darzustellen, dass sie die partiellen Derivirten 
einer einzigen Function sein können und zwar die partiellen Derivirten ge- 
nommen beziehungsweise nach t, q^, ..., q^. Die mehrgliedrige Quadratur 

deren untere Grenzen absolute Constanten sind oder doch nur von den bei 
der Integration als constant anzusehenden Grössen ^ abhängen, ergiebt dann 
eine Substitutionsfunction S, und die partiellen nach 4* genommenen Derivirten 
dieser Function 8 bilden mit den (]j zusammen ein vollständiges System von 
Integralen der gegebenen Differentialgleichungen. 

Eine specielle Form dieser Auflösung besteht darin, die Grössen p als 
solche Functionen von den q und einer gleich grossen Anzahl von Grössen 'l* 
darzustellen, dass sie wie zuvor die partiellen Derivirten einer gemeinsamen 
Function sein können und dass zugleich H sich auf eine Function von t und 
den (}j allein reducirt; die mehrgliedrige Quadratur 

giebt dann eine ebensolche Substitutionsfunction wie zuvor. 

Diese Aufgabe lässt sich in der von Hamilton und Jacobi ange- 
wandten Form auch so aussprechen: Die gegebene Gleichung 

if = fnnct. {t,q^,...,qi, ...,q„,p„ ...,Pi, -..^Pn) 



werde durch Einsetzung von 

T — 

dt 



^ dW SW 
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in eine partielle Differentialgleichung 






verwandelt, deren allgemeines Integral W eine von einer additiven Constanten 
und von n anderen Integrationsconstanten (|j^, .■-,4'« abhängige function der 
Grössen t, q^, . . ., q^ ist. Diese Function W ist dann eine Subatitutionsfunetion 
wie S, und die übrigen Integrale der Bewegungsgleiehungen entstehen, wenn 
man -öt- =^ const.^ setzt. 

Bei der hier durchgeführten Untersuchung kann die Kräftefunction V 
auf eine beliebige Weise von den Grössen -^i '"t^^ ^^üid damit T -{-Y und 
ferner JT = — i^- auf eine beliebige Weise von b, = s. — abhäny:cn; also 

ist '^ ■* ' 02j '^ ' 

sind die folgenden allgemeinen Entwickelungen unmittelbar auf jede partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung anwendbar, wenn man noch beachtet, 
dass man nach Jacobi eine Differentialgleichung, welche ausser den unab- 
hängigen Veränderlichen und den partiellen Derivirten der gesuchten Func- 
tion W* auch noch die Function W* selbst enthält, durch die Einsetzung 

W = tW*. also W* = -^r-, —TT- = ^T-, —^~ = IT— 

' dx ' dt T dt ' dqi t äqi 

auf eine Differentialgleichung, welche die Function W selbst nicht enthält, 
zuräckführen kann. 

Gilt das Princip der Erhaltiing der lebendigen Kraft, wird demnach H 
eine Constante, so giebt die partielle Differentialgleichung 

als allgemeines Integral ein von einer additiven Constante und 7i~l anderen 
Constanten ^^, ..., ^^_j^ abhängige Function W, und 

W- H. t 
wird eine Substitutionsfunction Ä, worin H die Stelle von di oder einer 
Function von i^ii ■■■) 4'b-ij 4*« vertritt. 

Die hier angegebene erste Form der Aufgabe, welche mit der voll- 
ständigen Integration der 2n Gleichungen 
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öS ^ ^ 

dqi di 

übereinstimmt, enthält den ganz speeicllen, aber vielfaclier Anwendung fälligen 
Fall, jede der Grössen ^^ — wenn solches möglich ist — in der Art als Tunction 
von dem mit gleichem Index versehenen q^ und einem System von n Grössen 
({jj, . . ., <]j^ in der Weise zn bestimmen, dass durch Einsetzung dieser Aus- 
drücke für die p die Function H unabhängig von den q wird. Die Inte- 
grale in 

Jp,J}q, + --- + fp^Bg^-jHDt = S 

sind dann bei unveränderlichen ({;„ ...,'};„ einfache Quadraturen; S wird, wenn 
man als untere feste Grenzen der Integrale Functionen von den (|i nimmt, 
eine Substitutionsfunction und it....,']), -^r-, ■•-, -jr- bilden ein vollständiges 
System von Integrationsconstantcn für die vorgegebenen Differentialgleichungen. 

In dieser Form erhält man die Bestimmung der Bewegung eines freien 
Massentheilchens , welches von einem oder zwei festen Massentheilchen nach 
dem Newtonschen Gesetze angezogen wird oder auch auf einer EUipsoid- 
üäche ohne Einwirkung von Kräften zu bleiben gezwungen ist, unmittelbar, 
wenn man, wie Jacobi*) es durchgeführt hat, als unabhängige Veränderliche 
elliptische Coordinaten einführt. 

Die Hamilton-Jacobische Form der Störungstheorie ergiebt sich aus 
der canonischen Substitution auf folgende Weise. Bezeichnet H die Hamil- 
tonsche Function (7.) für das vollständige mechanische Problem (8*.), also 
mit Einschluss der sogenannten störenden Kräfte, dagegen i' die Hamilton- 
sche Function für diejenige Bewegung, welche entstehen würde, wenn die 
störenden Kräfte nicht vorhanden wären, sind ferner (jj^, . . ., ifi^, cp^, ..-, tp„ für 
dies letztere Problem, also für die 2n Gleichungen 

dE __ %g, 
dpi ~ iH 
dE ^ ^ 

'") [Jacobi, Gesammelto Werke, Supplementband : Vorlesuugeii über Dynaniili:, S, Q21 — 331.] 
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die canonischeii Integrale und ist endlich 

«=/(s.,l-^)« 

das zugehörige Hamiltonschc Integral, demnach 

so werden, wie in den Gleichungen (12.), die durch die störenden Kräfte ver- 
änderten Elemente 4* ^"»^ 'f vermittelst der 2?i Differentialgleichungen 
a(i?-E) __ d>h 



hl 

Hl d( 

hestimmt, worin H—E als Puuction von t, 'L^, ..., (]j^, tp^, ■■-,?„ dargestellt 
gedacht ist. 



Kräfte, deren Maass von der Bewegung abhängt. 

Gauss zuerst hat — wie ans seinen handschriftlichen Aufzeichnungen, 
welche im fünften Bande seiner von mir herausgegebenen Werke abgedruckt 
worden sind, hervorgeht — im Jahre 1835 den Gedanken gehabt, Kräfte zu 
bestimmen, welche nicht nur von der gegenseitigen Lage der auf einander 
wirkenden Körper, sondern auch von der Bewegung derselben abhängen. Seine 
vielfachen hieraufgerichteten Untersuchungen verfolgten den Zweck, aus solchen 
Kräften die bei galvanischen Strömen auftretenden Erscheinungen zu erklären. 
Unter der Annahme, dass die Wechselwirkungen zwischen dem galvanischen 
Strome und seinem Träger der Art sind, dass jede auf den Strom wirkende Kraft 
auf den Träger übertragen wird, dass ferner die beiden Kräfte, welche auf 
zwei verschiedenartige Electricitätstheile an derselben Stelle in einander ent- 
gegengesetzten Richtungen wirken, einen galvanischen Strom hervorbringen, 
dessen Intensität durch den ganzen linearen Stromleiter gleich gross und der 
Summe der beiden Kräfte proportional ist, habe ich in meiner Preisschrift »zur 
mathematischen Theorie electvischer Ströme«*) im Jahre 1857 zuerst 



") [Siehe S. 1— S4 dieses I 
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streng bewiesen, wie die von Ampere, Faraday, Lenz und Franz Neu- 
mann gefundenen electrodynamischen und electromotorischen Gesetze durch 
solche von Gauss untersuchten Kräfte erklärt werden können. Leider war 
mir zu jener Zeit Gauss' handschriftlicher Nachlass noch nicht zugänglich, 
sonst würde ich mir einige Untersuchungen haben ersparen können, wenn 
schon ein Beweis des Hülfssatzes der Übereinstimmung des Potentials für die 
"Wechselwirkung zwischen galvanischen Strömen mit dem Potential für die 
Wechselwirkungen zwischen magnetischen Flächen, wie ich ihn dort gegeben 
habe, bei Gauss sich nicht findet, sondern nur der Beweis für die Über- 
einstimmungen zwischen den mit den Coordinatenaxen parallelen Kräfte- 
componenten (Gauss' Werke, Bd. V, S. 624). 

Die neuesten von Herrn Heimholt/, durchgeführten und sehr ein- 
gehenden Untersuchungen über die Natur der electrodynamischen Kräfte*) 
haben dargethan, dass, wenn man die Wechselwirkung zwischen den elec- 
trischen Körpern und ihren Trägern nicht vollständiger bestimmt, als es bisher 
geschehen ist, die Voraussetzung solcher von der Bewegung abhängigen 
Kräfte zu Erscheinungen führen müsste, welche unserer Vorstellung von der 
Natur der die Bewegungen hervorbringenden Kräfte widersprechen. 

An dieser Stelle will ich die Kräfte, welche von der Bewegung abhängen, 
nur mit Rücksicht darauf bestimmen, dass die analytische Behandlung der- 
selben so weit wie möglich mit der Behandlung der Kräfte, welche von der 
gegenseitigen Lage der auf einander wirkenden Körper abhängen, überein- 
kommt. So ist das Pnncip von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung 
unmittelbar übertragbar. Die Principien von der Erhaltung der Bewegung 
des Schwerpunkts und der Erhaltung der Fläohengeschwindigkeit werden be- 
stehen, wenn die Kraft zwischen je zwei Massentheilchen der Masse propor- 
tional ist, ihre Richtung in der Verbindungslinie der beiden Massen oder in 
deren Verlängerung liegt und die Grösse der Kraft im Übrigen nur von der 
Entfernung zwischen den beiden Massen abhängt, also bei der Entfernung 
r zwischen zwei Massentheilchen von den Intensitäten e^ und e die Summe 
der virtuellen Momente der beiden gegenseitig auf die Massentheilchen aus- 
geübten Kräfte durch 



*) [IlelmlioltK, Wissonsoliaftliclie Ablianaiiingeii, Bd. I, S. 545—628 wid S. 647—637,] 
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_,/ är dar dV \ ^ 

'■-'"['■• lii-iiF'iiw-r 

dargestellt wird. Bei der Ableitung der Bewegungsgleicliung habe ich oben, 
nachgewiesen, dass die Einfachheit ihrer Form wesentlich auf dem Umstände 
beruht, dass die Summe der virtuellen Momente der Kräfte als Summe einer 
totalen Variation von einer l'tinction und der totalen nach der Zeit genomme- 
nen Derivirten von einer Summe von Functionen multiplicirt in die Variationen 
der Coordinaten dargestellt werden kann. Wenn diese einfache Form der 
Bewegungsgleichung für die hier betrachteten Kräfte gültig bleiben soll, so 
muas also die Gleichung 

, . vir ^L i'^^1 A'ü \ar 

^'^[' ät' df ' Af /^dij 'l' di' äf ' ) ] 
eV . dV „är dV . dar 






dr d( "^ . de 

0^ 



+ ■ dt 
identisch bestellen, und demnacli 



^* + - 



Ö7, ddr . 

TdT-IlF ■"■ + •■• 

OTT 



dr iir 



dV dV 
^ d'i- dC 
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V = Ij'unctioii fr, -^l 
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sein. Ist z. B. 



■(Torin F^ und V^ von ^ Tinabhängig sind, so wird 



...„p--, 






und daraus folgt für w = 2 und für constante Wertlie von 7-V^ und rV^ das 
von Herrn W. Weber im Jahre 1846 veröffentlichte Gesetz*). 



Zwei freie Massentheilchen. 

Um die vollständige Bestimmung der Bewegung unter Einwirkung solcher 
Kräfte, welche von der Bewegung der Körper abhängen, vorzuführen, will 
ich zwei nach der in Art. 4 angegebenen speciellen M ethode einfach lös- 
bare Probleme hier behandeln und zunächst zwei in einem v - fach aus- 
gedehnten ebenen Räume sich bewegende Massentheilchen betrachten. 
Sind tn, x^, ■■■) 3;^ Trägheitsmasse und rechtwinkelige geradlinige Coordinaten 

des einen Massenpunktes 
und M, X,, ..., X^ die entsprechenden Grössen für den anderen Punkt, 



*) [W. Weber, Wei-ke, Bd. TII, S, 25— 21i] 
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SO ist für die Entfernung r der beiden Punkte von einander 

und der Voraussetzung nach die Kräftefun ction Y allein von m, ilf, r und 
-^ abhängig. Die ganze lebendige Kraft wird 

Setzen wir zur jVbkiirzung 

'inM 
and führen die Grössen j^, ..., q^^ durch die Gleichungen 
1 

mx^ = ^Lq^^/,+ -^q^&mq^smq^ ... sinqiCoaqx-H (füi" l'<A'<v) 
mXy = mLq^, +^q,sinq^ämq^ ... sinq^^^smqy 
MX, = MLq,+,--^q,cosq, 

MX^ = MLq^^i — ^ Qj sin q^ sin q^..- sin q-/, cos q-^^, (für 1 < A ■< v) 
J/Z^ ^ MLq^^ — -^^g^sin^jSingj ... siiig,_j siug^ 
ein, so wird )■ = I^q^ und die ganze lebendige Kraft 

2T = e;5!+S(5.siii2,...sm^j._^.gjy+' 2 q',,q'^, 



also 






^ = .; (für. ..<,<..) 
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und demnach 


n ='%'M:-i-y = ^"i'+'j,^^ 




--^^^■.Z^hw. 



r S(«,™5,...sing,_,) >,p, 





4 


'S^iV^'f 










Log dem 


1 Jat 


;obischen 


Verfahre! 


1 








\t>,.l':. = 


% 


(für 


V< M. 


£2,.) 


-^Pilh+'h+> 


cosec^l = 


'h. 


(für 


KA 


<^) 


. fiV 


1 . , 'K 


■i-lT 









SO wird 

und wenn man in der Gleichung 

mit Hülfe der Einführungsgleichung für <\^ die Grösse p^ als Function von 
q^ und von den ^ darstellt, werden alle Integrale in derselben bei eonstanten 
^ zu Quadraturen, deren obere Grenzen wieder q^, q^ seien. 

Die Hamiltonsche Function H ist also durch die von einander unab- 
hängigen Grössen ^ allein darstellbar, und der Differentialausdrack S^;D$j 
ist durch diese Substitution bei unveränderlichen (j^ ein vollständiges Diffe- 
rential geworden; es sind daher die durch die obigen Gleichungen bestimmten 
Functionen, wenn für alle Indiees ? = 1, 2, 3, ..,, 2v 

<^^ 
■^i = const. , -T-p- =" —fi = const. 

"'h 

gesetzt wird, die 4v Integralgleichungen, durch welche die Bewegung der 
freien nach dem Gesetze der Kräftefunction V auf einander wirkenden Massen- 
theilchen m und M im i/-fach ausgedehnten ebenen Eaume bestimmt wird. 
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Für den speciellen Fall, wo die Kräftct'unction die einfache Form 

' dt ' 
hat und V . V , V Functionen allein von r 






Zwei Massentlieilchen im mehrfach ausgedehnten Gaufisischen 
und Kie mann sehen Räume. 
Befindet sich das eine Massentheilchen fest im Anfangspunkte der Coordi- 
naten, ist von diesem Punkte nach dem beweglichen Punkte der Radius 
vectOT )■ gezogen, sind von dessen Halbirangspunkte auf die v nu einander 
rechtwinkligen aus kürzesten Linien gebildeten Coordinatenaxen kürzeste 
Linien gezogen und begrenzen diese auf den Axen vom Anfangspunkte der 
Coordinaten an nach bestimmten Richtungen positiv gerechnet die Abschnitte 
Ij, Ij, ..., 1^, so wird nach meinen Untersuchungen über die mehrfach ausge- 
dehnten Gaussischen und Riemannschen Räume in den »Nachrichten von 
der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 1873 Januar 4 
No. 2, Lehrsatz IV«*) 

2 1 + Stang«|;, 

und das Quadrat des Längenelementes gleich 

4 S(dtang^g..)= 
ii (1 + Staagi|p=' 

wenn nämlich die Summationeii über ^ = ], 2, 3, ..., v erstreckt werden und 
* für einen Riemannschen oder homogenen endlichen Raum den reciproken 
Werth der absoluten Längeneinheit , dagegen für einen G a u s s i sehen oder 
unendlichen Raum den mit \/iri multiplicirten reciproken Werth der abso- 
luten Längeneinheit bedeutet. 

*) [Siehe S. 169—175 dieses Bandes.] 
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man 


nun 








taug 


i. 


= tangi 


3,00s 5, 




taug 


1, 


= tang J ig, sing. 


oosg. 


lang 


%. 


= tangi ig, sin?. 


sin g, . . . si 


tang 


1,- 


= tangi 


g, sin }, 


sing, ...Sil 


taug 


1, 


= tangi 


g, sin 3, 


sin g, . . . si 



.n gj, cos ^„_j (für fi < v) 

^^„i cos qy 
iiä^_j sin 9^, 

so wird also 

2 tangilf, =^ tangi »3^, q^ = r 

und die lebendige Kraft, wenn für die Masse des bewegiiclien Theiichens 
die Einheit genommen ist, gleich 

22' = q[q', + -rjsmiql.g'^ql + jTämiqlsmql.q'X + --- 

+ -w sm ^ql sm g^ sm $3 . . . sm g^., - ^u ^„ + ■ ■ • 

!..„., , 

+ ^vsm«5jSiii 23811133 ... sm9'J_i.2„ä„. 



O2; 



e(y+7) _ 1 



sin iq\ sin g^ sin 5^ . . . sin ff' , . g' (für 1 < ft < v) 



^=Sft2;"2'-F- r-F+g;- 






' 63; 2 '^ 
+ 2 -ö-^cosecJg'coseegäCosecg, ... eosecff^^i-iJ^^j^. 
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Die Substitution 

1 , e . 

g-Ä"Ä+^'i+iCosec5| = -^i (für 1< A < v) 

— l^+5,-H-r+ -^SWi + ^i'f'sCOseci^i — "li 
ergiebt 

ff = i., 

und für constante 4* 

Biß Substitut! onsfunction ist 

S = -']>,i+fp^dq, + "^ \l'\ß % - 2 <{.^^, cosec 9^ Aq^ + q, SJ^^ , 

weil p mit Zuziehung der Gleichung für '^^ eine Function allein von q^ und 
den Grössen (j; wird. Die oberen Grenzen der Integrale sind q . 

Die in einem homogenen v-fach ausgedehnten Kaume stattfindende Be- 
wegung eines freien Massentheilchens, auf welches ein festes naeh dem Ge- 
setze der Kräfte funetion V(r, -^j wirkt, ist also durch die Gleichungen 



worin l der Keihe nach die Indices 1, 2, 3, ..., v bedeutet, vollständig be- 
stimmt. 

8. 
Allgemeine Differentialgleichungen für die Substitution. 

In der Theorie der allgemeinen Störungen nehmen die von Lagrange*) 
und Poisson**) gefundenen Störungsforraeln eine wichtige Stelle ein. Sie 
beziehen sich auf die Variation derjenigen Grössen, der sogenannten Elemente, 
welche bei der ungestörten Bewegung Integrations - Constanten sein würden. 



*) [Lagrange, Oeuvres, T. V, p. 125—490; T. XI et SC: M^caiiique analytique,] 
**) [Poisaon, JouTDal de l'Äcole Poljtecbniqne, 1809, Gab. 15, p, 266— S44.] 
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Sie erhalten, wie Jacobi*) bemerkt hat, für die von Hamilton benutzten 
canonischen Integrations-Constanten besonders einfache Werthe. 

Diese Relationen, sowie die von Hamilton und Jacobi hinzugefügten 
neuen Gleichungen ergeben sich sehr einfach aus der oben aufgestellten 
Substitutions-Gleichung (9 .) : 

Differentiirt man diese mit einer aligemeinen, aber von der D-Differentiation 
unabhängigen A-Differentiation, so entsteht 

ADS = ^piA'Dqj-'^fA^-'^i-EABi 

Denkt man sich aber in der ersten Gleichung die allgemeine Differentiation 
A gebraucht 

AS = SftAä;-2¥iA-i^i-£i(, 

und ditfcrentiirt man dann mit D, so entsteht 

DAyS ^ 2ftDA&-2'P;DA4'j-JEADi 
+ S ^Pi H - S D'f i ^'^i - D-E At. 
Die beiden Differentiationen D und A sind von einander unabhängig, die 
Reihenfolge derselben ist also ohne Einfluss auf den Werth, demnach erhalt 
man durch Subtraction der beiden Differential -Gleichungen zweiter Ordnung 
von einander die Gleichung 

(13.) ^{Dq^Api^A^^Bpi) = •^(DC^iA'fi~A-S^i'D<f!) + 'DtAE-At'Di: 

oder, wenn man den Ausdruck D^j A^j — A^jD|?j eine Differential-Determinante 
von dem Fnnctionen-Paare g^ und p^ nennt, in "Worten: 

Bilden die q^, ..., q^ und ^,, -..^p^ ein System von canonischen 
Veränderlichen, so ist, damit die durch vorgegebene Substitutions- 
Gleichungen eingeführten Grössen (];,, ..., t^^ und i:p^, ..., tp^ allge- 
mein auch ein System canonischer Veränderlicher bilden, nöthig 
und hinreichend, dass die Summe der allgemeinen zweigliedrigen 
Differential-Determinanten von allen zusammengehörigen Paaren 



*) [Jacobi, Gesammelte Werke, Bd. IV, S. 39— 146; Bd. V, S. 217— S95; Supplementband-. Vor- 
lesungen über Dynamik.] 
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q, und p sich von der ebenso aus i^^ und cp^ gebildeten Summe nur 
um die zweigliedrige Differential-Determinante von der Ver- 
änderliclien t und irgend einer Function £ unterscheidet. 

Dieser Satz gilt auch noch, wenn man den Begriff der allgemeinen 
Differentiation in so weit beschränkt, dass die Zeit t unverändert bleibt. 
Dann werden die beiden Summen der Differential -Determinanten einander 
gleich, und es giebt immer eine Function £, welche die Bedingungen dieses 
vorstehenden Lehrsatzes erfüllt. 

Dass die Differentialgleichung (13) auch hinreicht, um die Grössen cp 
und (f Gin System canonischer Veränderlicher werden zu lassen, wollen wir 
beweisen, indem wir dabei die sechs Fälle unterscheiden: 

t. Es sind die 2^ ^'^^ f ^^^ l^uiictiüncn von den q, ([j und t gegeben, 
und es sei dann 



y-i 



■- Pl, ^-nfl = ~'^V 

-■ flu ^n^t = 4';- 



2. es sind die q und cp als Functionen von den p, ^ und t gegeben, 
und es sei dann 

''; = -*. Z.« = -f., Z,.« = ^~. = — B 

^l = Ph ^n+( = 't'Ij ■^sn+i = ^m = ^j 

3. es sind die p und ^ als Functionen von den g, cp und t gegeben, 
und es sei dann 

y^i = ih, 'K^i = '^i, Ku^^ = \. = --e 

Xi = Qi, x^^i — <fi, x^^_j_, = x^ = {; 

4. es sind die q und ijj sils Functionen von den p, tp und t gegeben 
und es sei dann 

X, = -g„ \^i = ^i, y~..+, = K = --E 

^l = Pu ««+; = 9l' ^2n+i = ^m = *! 

5. es sind die g und p als Functionen von den ({j, tp und t gegeben, 
und es sei dann 

^, = ?.,.^-.., ^-. = ?^4|. >=..« = ■'=.. = ?«. ^-^ 

X, = ti '.M = Ti "mt = »=. = '; 
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6. es sind die (}j und tp als Functionen von den 5, p und t gegeben, 
und es sei dann 






■Kl = il ^n¥l = Pl *2«+i = *"i = *■ 

Die Bedingungsgleichung (13.) geht für alle Fälle in die Form 

über. Nimmt man nun für %^, ..., %^^^ irgend welche den Ausdruck 

nicht verschwinden lassende Functionen von den x und denkt man sich die 
Gleichungen 

Ay di^i __ Ax.^ __ da?,,, 

vollständig integrirt, so werden dabei m Integrationsconstauten y^iy^-, ■•■)^„, 
auftreten, von denen eine — es sei 7/,,, — mit y durch Addition verbunden 
ist, tind können die Variabein x als Functionen der Grössen y,y^,y^., ■■■,^„, 
betrachtet werden. Es crgiebt sich dann 

öa^j _ dx^ dx,„ 

~dy~ "" "^''ily^,'^ '^' ö^~ + ■ ■ ■ + Xm -^ — . 

also für eine allgemeine D-Differentiation 

X. D*i + Xa Da:, + ■ ■ ■ + x„, Da:„. = D (*/ + */m) + I'i D«/, + i', Etj/s + ■ ■ ■ + r,„_. D^,„_, , 

worin Y^, ..., Y^^^_^ Functionen von y, y^, . - ., y„f_,, y^ sind, welche in Folge 
der obigen Bedingung zwischen den y^ und x die Gleichung 

erfüllen müssen. In dem specielien Falle, dass für die D-Differentiation alle 
Grössen y constant sind mit Ausnahme von jf,, wo,l<?<m — 1, und für die 
A-Ditferentiation alle Grössen y constant sind mit Ausnahme einmal von y 
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und dann von y^^, wird die Gleichung zu 

öY, dY, 

für jeden Index l zwischen 1 und m — 1 ist also Y^ unabhängig von 1/ und 
von (/^. Demnach ist 

Y,'Dy, + Y,'Di/,+ ■■■ +Y,„_,'Dy„,_, 

ein UifFerentialausdruck mit nur m~l unabhängigen Veränderlichen und 
die Coefficienten Y^, , . . , Y^^^_^ genügen mit ihren unabhängigen Veränder- 
lichen j/j, ■■^,y^_^ der entsprechenden Bedingung wie die Coefficienten ^j, ..., 
/,jj in dem linearen Ausdrucke mit den m unabhängigen Veränderlichen x. 
Der Differentialausdruck mit m — \ Gliedern kann also nach demselben Ver- 
fahren auch wieder in ein Differential und in einen linearen Differential- 
ausdruck mit m — 2 unabhängigen Veränderlichen zerlegt werden mit ent- 
sprechender Bedingung. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man , 
also dazu, den linearen Ausdruck als das Differential einer einzigen Function 
darzustellen 

Bezeichnen wir die in der Anwendung dieses Satzes auf unsere Untersuchung 
in den oben unterschiedenen sechs Fällen entstehenden Functionen der Reihe 
nach mit w^, w^, ..-, w^, so wird 

oder mit Zuhülfciiahme der identischen Gleidiuugen 
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und durch Zusammeiiziehung der partiellen Diiferentiale 

= D(M'3-2'Pi'!'i) 

= Dw, 

= Bto,. 

In allen i'ällen existirt also eine Substitutionsfunction 8, welche die beiden 
Systeme von Veränderlichen, die q,p und die ijj, 9 so miteinander verbindet, 
dass, wenn das eine System ein canonisches ist, auch das andere ein solches 
wird. 

Beschränkt man den Begriff der allgemeinen Differentiale D und A in 
der Weise, dass man die Zeit f ungeändert lässt, so wird für eine canonische 
Substitution 

2(D2iift-AftDi>i) = SCD+iA^i-A-l-iDrp,), Bt = 0, if = 0. 

Diese Form der Bedingungsgleichung genügt, damit die Substitution eine 
canonische ist. In der That, setzt man bei dem vorstehenden Beweise Di = 0, 
A( = voraus, so ergiebt sich als Resultat die Existenz von Functionen 
y) , w , ..., w^, welche den zuvor gefundenen Gleichungen unter der Voraus- 
setzung Dt = genügen und demnach von E ganz unabhängig bestimmt 
werden. Setzt man dann 



E = - 



— worin die partiellen Differentiationen d, ö^, ö^, ö^, ö, d sich der Reihe nach 
auf diejenigen Systeme der von einander als unabhängig betrachteten Ver- 
änderlichen beziehen, durch welche in jedem der sechs Fälle die übrigen 
Grössen als Functionen dargestellt sind — , so wird 8 auf dieselbe Weise 
bestimmt, wie zuvor. 
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9. 

Jacobi's Störungsformeln. 
Die allgemeine Differentialgleichung (13.) 

2(D3iAft-i2iBft) = SWiAfi-i-tiDtpO + DM-E-AiDE 
wird, wenn wir die Differentiationen in dem speciellen Sinne: 

alle Dg = 0, D^i = für l^h, Bt ^ 

Aijij = für Z^/c, alle Atp = 0, At = 

nehmen, zu 

und folglich ist 

Wt ~ %" 

Führt man die verschiedenen speciellen derartigen Annahmen für die Diffe- 
rentiationen aus, indem man bei den D - Differentiationen der Grössen p, q, t 
alle diese bis auf eine und ebenso bei den Ä- Differentiationen der tp, <{j, t 
alle diese bis auf eine unveränderlich voraussetzt, so erhält man die von 
Jacobi aufgestellten für alle Indices h und h gültigen neun Systeme von 
Gleichungen 



(14.) 



Um diesen verschiedenen Systemen eine gemeinsame Form zu geben, wollen 
wir die Bezeichnungen 

m = +1 für Ä>±0, []i\ = -1 für h<0 
einführen; die gemeinsame Form wird dann 



«■f. 






8! 


dB 


9a _ 


-i^. 
«?.' 




8! 




ilE 

Hk 




9E _ ö^-. 

ötps et ' 


8( ~ 


aE 
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: +0, ± 1, ±2, ..., ±11, h = +0, : 



Umgekehrt besteht auch der Satz, dass, wenn die Jacobischen Gleichungen 
erfüllt sind, diese Substitution der Grössen q, p durch ij;, tp eine canonische 
istj denn durch Ausführung der Summation über die genannten Werthe der 
h und k wird identisch 

ssjm^-[-*i^j'i«-»i'*_. = |;mi>5.i!-.-i;(-i]%D^., 

also die rechte Seite dieser , Gleichung zu Null, wodurch nach Wieder- 
einführiing der ursprünglichen Bezeichnungen die allgemeine für die cano- 
nische Substitution geltende Differentialgleichung (13.) entsteht. 

Ist die Function E nicht gegeben, so braucht man in der eben durch- 
geführten Entwickelung mir D* = = A^ vorauszusetzen. Die dann ent- 
stehende Differentialgleichung enthält nicht die Fanction _E, welche letztere 
sich nach der in Artikel 8 ausgeführten Weise bestimmen lässt. 



Poisson's Storungsformcln. 

Sind q, p als Functionen von '^, (f, t und umgekehrt auch 4*; *¥ ^^^ 
Functionen von q, p, t darstellbar, bezeichnet <1> eine der 4w + l Grössen 
liPi "^1 ?) ^ ^^^ ^ ^^^^ Function dieser Grössen, so ist identisch 

wenn die Sumraationen über die Indices Z = 1, 2, 3, .. ., m erstreckt werden, 
Nimmt man in diesen Gleichungen für W und der lieihe nach je zwei 
der Grössen cp, ({j, t und ersetzt mit Hülfe der Jacobischen Gleichungen 
im vorigen Artikel -||- und -^ durch die ihnen gleichen Derivirten, so erhält 
man für eine canonische Substitution die Bedingungen 



Ö<I) 


Ö4) 


m 


8>r 


ö* 


B(I) 
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'''1'. öfc\_. n 




öl'ft a^j\ _10 für A^/c 
' aft a^J ~ll für h = 7t 


'?,7äT» «f. 

li-Aö}, a» 


aft ßffj/ 




a£ a't,,A _ at, 

a^^j dq,} dl 


'-«/SB d<f, 
iJAög, oft 


dE dipA d<f^ 



(16.) 



Benutzen wir dieselben Bezeichnungen wie im vorigen Artikel und gebrauchen 
noch i-sT^] und (-0^) in der Bedeutung, dass 

für ]i = ~h 






m 



. allen anderen Fällen aber 



in allen anderen Fällen aber 



m^ 



■■ +0, 






öq. 



ist, setzen wir [;i] = +1 für ein positives A, [A] = —1 für einen negativen 
Werth von A und [+ 0] = [— 0] = +1, so können wir den obigen fünf Syste- 
men von Gleichungen die gemeinsame Form 



(15.,) 



m 



ä-:i>'Kt)(iy- 



geben, und andererseits folgt, dass diese Gleichung für alle Werthesysteme 
±0, ±1, ±2, ..., ±n der h und ft mit Ausschluss von Ä = — & = — richtig 
bleibt. 
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Solche Differentialausdrücke, wie sie unter den obigen auf l sich be- 
ziehenden Summen in (15.) stehen, hat Poisson zuerst aufgestellt (Memoire 
sur la Variation des constantes arbitraires dans les questions de Mecaniqae. 
Journal de l'Ecole Polytechnique, 1809 Octobre 16, Cah. 15, p. 266 — 344). 

Schliesst man die Werthesysteme Ä = +0 und ä = — Ä ^ ~0 aus, so wird 
bei der Summation das Glied für A ^ +0 immer verschwinden und die 
Gleichung (15*.) nimmt die einfachere Form an 

Sind diese Gleichungen (15.) oder (15*.) erfüllt, so ist auch umgekehrt 
die Substitution eine canonische; denn wenn man in dem Ausdrucke 

für V = h = +0 

für alle anderen Werthesysteme der v und k aber 

\nJ Hu 
bedeuten lässt und die einzelnen Fälle, worin die eingeklammerten Glieder 
einen von den Derivirten verschiedenen Sinn haben, gesondert behandelt, 
dann zunächst die Summationen in Bezug auf h über die Werthe ±0, ±1, 
±2, ..., ±n, darnach die Summationen in Bezug auf A, v, h über die Werthe 
+ 0, ± 1, ±2, ..., ±w mit Ausschluss der Combinatioii A = — ft = — durch- 
führt, so entsteht 

- 2 M ^2. Eg^v + S [- Z^] DI'. A-t_,. 

Dieser Ausdruck muss also zu Null werden iind ergiebt dadurch wieder die 
für eine canonische Substitution geltende Differentialgleichung (13.). Ist die 
Function E nicht bekannt, so braucht man in dieser Entwickelung nur 
D^ = A^ — zu setzen und die Indices ±0 auszuschliessen; dann kommen 
die Gleichungen, welche E enthalten, nicht mit in Rechnung, und diese 
Function bestimmt sich erst aus der zuvor berechneten Substitutionsfunction 
S wie in Artikel 8. 
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11. 

Lagrange's Störungsformeln. 
Nimmt man in der allgemeinen Differentialgleichung (13.) für die cano- 
nische Substitution die Differentiationen D und A in dem besonderen Sinne, 
dass je zwei der Grössen (jj^, ..., (]j^, tp^, ..., o^ und t als unabhängig veränder- 
lich, die übrigen aber als unveränderlich betrachtet werden, so erhält man 



(16.) 



V ( "-ML J^ 






iO für h^h 
il für h = }c 



Und umgekehrt characterisircn diese fünf Systeme von Gleichungen 
diese Substitution als eine canonische; denn wenn man diese Gleichungen 
der Keihe nach mit 

— B^*Atpj 
Dt A'lfi.-MD'J^,, 

multiplicirt, dann über aämmtliche Indices summirt, die hiernach erhaltenen 
Gleichungen addirt und die Summen partieller Differentiale zusammenzieht, 
so erhält man wieder die für die canonische Substitution geltende allgemeine 
Differentialgleichung (13.). 

Es genügen auch die drei ex'sten Systeme von den Gleichungen (16.), 
um die Substitution zu einer canonischen zu machen, wie sich ergiebt, wenn 
in der vorhergehenden Untersuchung Df = = Ai angenommen und die 
Functionen Ä und E wie in Artikel 8 bestimmt werden. 
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Wendet man die allgemeine Differentialgleichung (13.) auf den Fall an, 
wo ^i)---, "Ij«» ?i! ■••'?« Integrationsconstanten sind, stellt man diese durch 
Functionen irgend welcher anderer In Integrationsconstanten c^, c^, ..., c^^ dar 
und nimmt man dann die Differentiationen D und A in dem Sinne, dass für 
D nur c , fiir A nur c^ sich ändert, die übrigen c aber und t unverändert 
bleiben, so wird die zweite Seite der allgemeinen Differentialgleichung (13.) 
das Product von Dc^ Ac^ multiplicirt in eine Function der Integrationsconstanten, 
man erhält also den Lagrangeschen Satz 



Harailton's Störungsformeln. 
Sind die Grossen p und cf als Functionen von den q^ ij; und t darstellbar, 
so kann man in der allgemeinen Gleichung 

Bqi = für l^k, alle Di> = 0, Dt = 
A^j = für l^]c, alle Aij; = 0, At = 

nehmen, wodurch 

also 

%■ ~ ~^ 
entsteht, wenn wieder die partiellen Derivirten nach den Veränderlichen 
5, ^ und t mit S bezeiclmet werden. 
Setzt man 

D^, =- für l^h, alle Di = 0, Dt = 
Arjjj = für l^h, alle Ag = 0, At = 0, 

so geht die Gleichung (13.) in 
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über, also ist 

_% _ ^9k 

Setzt man 

Dg; = für l^h, alle Dij- = 0, Dj- = 
alle Aä = 0, alle Ar). = 0, 

80 entsteht aus der allgemeinen Gleichung 

also ist 

-^ = -^ 

St dgs 

Führt man auf solche Weise die Untersuchung aller derartig zulässigen be- 
sonderen Annahmen für die D~ und A-Differentiationen durch, so erhält man 
die fünf Systeme der unter specielleren Voraussetzungen von Hamilton 
aufgestellten Gleichungen 



(17.) 



6t öqi, ' St difi;, ' 



welche für alle Indices von h und k gelten. 

Umgekehrt genügen aber diese Gleichungen bei einer beliebigen Function 
£, damit die vorausgesetzte Darstellung der q und p als Functionen der ^, cp 
und t eine canonische Substitution bildet; dies folgt schon daraus, dass es 
die bekannten Bedingungsgleichungen für die Existenz einer Function 8 
sind, deren nach q^, ..., q^, 4'ii ■■■) 4*« '^"'^ ^ genommene partielle Derivirten 
gleich p^, ■■•,p^, —9,, ■■■i~T„ u-iid —E werden sollen. 

Setzen wir für ein positives v 

Q, = 3>, Q-r = l-.. Q. ^ i 
P^ = p^, P_^ = <p,, P„ = E, 

so lassen sich die fünf Systeme Hamiltonscher Gleichungen in der gemein- 
samen Form 
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( für Ä und Ä gleich 0, ± l, + 2, ..., ±m 

schreiben; multipliciren wir die beiden Seiten dieser Gleichung mit DQ^.AQ^ 
und Summiren über alle Werthe von h und k, so erhalten wir 

■^[-h]-DP,.AQ, = ^[-h]J)Q,-^P,, 

welches wieder die allgemeine Differentialgleichung für eine canonische Sub- 
stitution ist. 

Die obigen fünf Systeme von Gleichungen sind in der Weise vollständig, 
dass von den in g,,---,^^^ 4* ^■•■!1'n ^^*^ ^ ausgedrückten Functionen p^,---,p„, 
9i> ■■■' f»! -^ beliebig viele gegeben sein können; wenn nur die zwischen 
diesen gegebenen Functionen nach jenem Systeme geltenden Gleichungen 
erfüllt sind, so lassen sich die übrigen Functionen der Art bestimmen, daaa 
sie zusammen eine canonische Substitution bilden, 

In der That, man braucht in der letzten Gleichung nur diejenigen Dq,^ 
und Ajj, Dijj^ und A^i^ gleich Null anzunehmen, für welche die beziehungs- 
weise mit gleichem Index versehenen p,^ und 9^ nicht gegeben sind, und 
ferner D^ und M gleich Null zu setzen, wenn JE nicht gegeben ist; dann 
kommen in jener Gleichung die nicht gegebenen p,^ und <f^ und eventuell 
auch E nicht vor, und man erhält nur für die gegebenen 
Pii P31 ■■■j^ni' 9ii ■■•' % und eventuell E 
die Gleichung 

welche nach Artikel 8 (13.) die Bedingungsgleichung dafür ist, dass bei 
constauten g^_^^, ..., q^, i+ii ■■■' l'« '^^'^ Ausdruck 

das vollständige Differential D8* einer Futiction S* wird, deren partielle 

Derivirten 

dS* _ 8S* _ SS* _ _ SS^ _ _ 

-^^-A,+,, ■■■, -g^-P., g^^_^^ - Vi' ■•■' s^^ "P" 
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und, wenn E nicht gegeben war, 

ZU setzen sind. 

13. 
Neue Differentialgleichungen für die canonische Substitution. 

Bei den Jacobischen und Hamiltonschen Differentialgleichungen für 
die canonische Substitution kommen drei verschiedene Systeme unabhängiger 
Veränderlichen in Betracht, nämlich einmal die Grössen q,p,t, dann ^,^,t 
und endlich die q, '^, f; die drei entsprechenden verschiedenen Differentiationen 
haben wir beziehungsweise mit d, d und ä bezeichnet. Für manche Unter- 
suchungen sind nun noch andere Gruppirungen der von einander unab- 
hängigen Veränderlichen erforderlich. 

Indem wir zur leichteren Übersicht 

Pv =" 1-vr E = '^^^ oder E = g^^, 
(p, = t|)_^, t ^ '5'_o oder t = 2_o 

setzen, wollen wir In Grössen unter q+^, ..., q^^, '^+ii •■ •■> ^+n ^""^ ®^ii^ Grösse 
unter j_„, (Jj^^, als ein System von 2?^ + l unabhängigen Veränderlichen gewählt 
denken, diese mit 

e*i, ■•■, sav. 4'*, % 

und die partielle Differentiation nach diesen Veränderlichen mit fa bezeichnen, 
so dass also für jede Function P identisch 

öffi Hl T H* Hl 

8^, b^! "^ r Hh ö'l'j 

bP _ SP _b^ 

Hk ~ -r Hl Hu 

bP ^ aP bg; 
Ht -t- ö§i b^i 

ist, wenn die auf h und die auf k sieh beziehenden Summationen über 
sämmtliche als unabhängige Veränderliche auftretende q^ und ^j und die auf 
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l sich beziehenden Summationen über sämmtliche Werthe — 0, ±1, ±2, ... 
erstreckt werden. 

Nach den ersten beiden Formeln geht die Gleiclmng 

, bO bP 






welche unmittelbar aus den Jacobischen Gleichungen (14.) Art. 9 folgt, in 
die Gleichung 

über. 

Diese Gleichung enthält als specielle Fälle die Jacobischen Gleichungen, 
wenn man die b-Differentiation in dem Sinne nimmt, dass z. B. neben anderen 
als unabhängige Veränderliche g^ und (j^^, aber nicht q_ und tli_j gelten, und 
wenn man dann = jj, P = t^^ setzt. Die Gleichung (18.) geht in die 
zweite Hamiltonsche (17.) über, wenn man die b- Differentiation auf die 
unabhängigen Veränderlichen Ji, ■■■j ?„, 4'ij ■■ ■* '{'„) * bezieht und P = ^j, $ = ^^ 
setzt; mit Hülfe der so erhaltenen Gleichung ergiebt sich aus der obigen 
(18.) auch die erste Hamiltonsche Gleichung, wenn man P = «., $ ^ « 
setzt, und ferner die dritte, wenn man P = tp^, (|> = tp^ setzt. Auch die 
vierte Gleichung kann man direct ahleiten, wenn man die b-Differentiation 
auf die Grössen _B, fj^,, ■■., ^„, q^, ■.-, ?„ als unabhängige Veränderliche bezieht 
und in obiger Gleichung (18.) 

(b = t, P = pj = g_;, ^, = E, -{._„ = t 

setzt; man erhält dann 

^ &g, '^ hE ~ i>E dqi "^ St b-E" 

Auf analoge Weise ergiebt sich die fünfte Hamiltonsche Gleichung. 

Die allgemeine Form der Gleichung für den Fall, dass JE in (18.) als 
unabhängige Veränderliche gilt, wollen wir hier nicht untersuchen. 

Bemerkenswerth an der obigen allgemeinen Relation (18.) ist noch, dass 
sie nur für diejenigen (jj, welche bei der b-Differentiation als Unabhängige 
auftreten, und diejenigen f]j, welche in <1> vorkommen, die für die Poissonschen 
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Differentialausdrücke geltenden Gleichungen (1 5.) voraussetzt; denn der obige 
Ausdruck entsteht auch, wenn man in 

zunächst die Summation nach l über die in Betracht kommenden 4'i ausführt. 
Mit Rücksicht hierauf kann man aus der obigen allgemeinen Gleichung (18.) 
dadurch, dass man als Unabhängige für die b-Diffei-entiation die Grössen 

Su Sa. ■■■> ä-J 'h' 'i^' ■•■, 'h^ i'.+u A-+=. •■'. K 
wählt, und P ^ Pxi ^ = funct. (ip,, . . ., ^^) = f setzt, die von Jacobi in seiner 
Abhandlung «Nova methodus, aequationes differentiales partiales primi ordinis 
inter numerum variabilium quemcunque propositas integrandin*) (Borchardts 
Journal, Bd. 60} aufgestellte, für jedes X^i geltende Gleichung 

als einen in (1 8.) enthaltenen speciellen Fall ableiten. 



*) [Jacobi, Gesammelte Werke, Ed. V, S. 1— 1S9.] 
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[und veröffentlicht in den »Abhandlungen« derselben, Bd, XIX. Mathematische Classe, S. 3—^7. 

Göttingen, 1874.] 
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1. 

Normale Form der canonischeii Substitution. 

In meiner Abhandlung über die Hamilton-Jacobische Theorie*) habe 
ich nachgewiesen, dass die von Jacobi als canonisch bezeichnete Form der 
Integrale für ein mechanisches Problem immer dann möglich ist, wenn in 
dem von mir angegebenen Sinne ein verallgemeinertes Potential besteht. 
Bestimmt man nämlich die virtuellen Beviregungen durch Variation der Co- 
ordinaten, so kommt es darauf an, ob man die Summe der virtuellen Momente 
der Kräfte in eine vollständige Variation einer Function und in eine voll- 
ständige nach der Zeit genommene Derivirte eines Ausdruckes zerlegen kann. 
Die Function habe ich Potential genannt; aus ihr lässt sich auch leicht der 
andere nach der Zeit zu derivirende Ausdruck ableiten. 

Die J a c b ischen canonischen Integrale sind ein specielles canonisches 
System von Grössen. Bezeichnen nämlich q^, q^, ..., q^ ein System von ein- 
ander unabhängiger Grössen, durch deren Werthe die Lage sämmtlicher bei 
dem mechanischen Problem in Betracht kommenden Massentheilchen voll- 
ständig bestimmt ist — so dass man sie also ein vollständiges System von 
Ooordinaten im allgemeineren Sinne des Wortes nennen kann — und bezeichnet 
t die Zeit, q'^ die Derivirte von g^ nach der Zeit, die Differentiation eines 
Ausdrucks von t, q^, ..., g^, q[, ■■■■,ql nach diesen Grössen, vT die lebendige 
Kraft, V die Potentialfunction, so ist diejenige Grösse, welche für den 
speciellen Fall, dass in dem Räume das Quadrat des Längenelementes durch 
ein Aggregat von Quadraten der Differentiale der Coordinaten ausgedrückt 
werden kann, also v = 2 wird, die Summe der virtuellen Momente der in 

*) [Siehe S, 193-245 dieses Bandes.] 
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die Massentheilclieii multiplicirten Beschleunigungen vermindert um die vir- 
tuellen Momente der einwirkenden Kräfte bedeutet, nach Artikel 2 (4.) jener 
Abhandlung*) gleich 

worin die Summation S sich auf die Werthe 1, 2, 3, ..., » des Index l be- 
zieht. 

Setzen wir 

so sind 5,, ■■-,(}„, Pi-, ■■■)Pn ^i'i-<=h- Jacobi ein voUstiuidiges System canoiüscher 
Veränderliehen zu nennen. 

Sollen 4i,, ..., '\i^, 9j, ..., cp„ ebenfalls ein vollständiges System canonischer 
Veränderlichen für dieses meclianische Problem sein, so giebt es Functionen 
S und _E von t, q^, .,., g^^^ (f^^, ..., ■j';, "ler Art, dass die Gleichung 

(3.) DA = -J^Li + Sftl'Si-Sf.D'l'* 

erfüllt vi'ird, worin D die allgemeinste Differentiation bedeutet (Artikel 4 (9.) 
der schon bezeichneten Abhandlung)**). 

Aus dieser Bedeutung der D-Differentiation ergiebt sich zunächst iden- 
tisch und dann nach Einführung der GiöBsen p^, ...,p^ mit Hülfe der Glei- 
chungen (2.), so wie nach Einführung der Grössen tp,, ■ ■■) '^„5 ?i5 ■■■)¥« '^^^ 
Hülfe von (3.) folgende dreifache Gleichung 

'^) [Siehe S. 209 dieses Bandes.J 
**) [Sielie S. 215 dieses Bandes.] 



Hosledby Google 



VEKALLGEMEIKEEÜNG DKß POISHON-JACOBISCIIEH STÖKUNGSFOEMELN. 251 

Sind nun die Bedingungen für das mechanische Problem der Art, dass 
zu jeder virtuellen Bewegung auch die im entgegengesetzten Sinne möglich 
ist, so muss in Folge des D'Alembertschen Princips oder allgemeiner nach 
dem Ga u s s i sehen Princip des kleinsten Zwanges oder nach noch allge- 
meineren Grundsätzen der Ausdruck unter (1.), also — wie leicht zu sehen — 
auch die erste Seite der letzten Gleichung zu Null werden. 

Hamilton hat solche Functionen, wie die hier mit 9 und 4* bezeichneten, 
nur in dem Sinne gebraucht, dass sie ein vollständiges System von Integi'alen 
für die Differentialgleichungen eines mechanischen Problems bilden, was 
immer dann eintritt, wenn die Grösse —E von der Grösse — H, 

(5.) -H = T+V~-Zlhi'i, 

sich nur um eine additive absolute Constante unterscheidet. Ausser in dieser 
Bedeutung hat Jacobi, in seinen Abhandlungen über partielle lineare Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung*), solche Punetionen, wie die tjj hier sind, 
betrachtet, welche gleich Constanten gesetzt die nöthigen Beziehungen zwischen 
p und q bestimmen, damit 

P,äq^+p^dq^-] — +P«dg'„ 

allgemein, ohne eine Relation zwischen den Grössen ^,, ■■-, ^„ für sich zu- 
zulassen, ein vollständiges Differential werde. 

In allen diesen Fällen ergiebt sich unmittelbar aus den allgemeinen 
Voraussetzungen, dass 4*,, -■■; 4*«' ?i' ■■■' ^m ^ ^^^ einander unabhängige Ver- 
änderliche werden, durch welche alle übrigen Grössen, die bei derselben 
Substitution in Betracht kommen, als Functionen dargestellt werden können. 
Diese Art der Abhängigkeit ist aber für die ganze Untersuchung von grosser 
Bedeutung; nicht nur folgen daraus so einfache Kelationen, wie die Ha- 
milton sehen, welche ich im Artikel 1 2 meiner Abhandlung über die 
Hamilton-Jacobi sehe Theorie **) angegeben habe , sondern aus ihr 
vorzugsweise auch werden für solche Functionen, deren P i s s o n sehe 
Dift'erentialausdrücke die einfachsten in den Gleichungen (15.) jener Ab- 

*) [Jacobi, Gesammelte Werke, Bd. IV, 8, 1—15, 57—127 u. Bd. V, S. 1—189. 
**) [Siehe S. 241 dieses Bandes.] 
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Jiandlung*) aut'gestellten Werthe a.nnehmen, alle übrigen daraus sich erge- 
benden Eigenschaften abgeleitet. 

Schon in dem einfachsten falle, wenn sämmtliche ^^,...,f^^ als i'unctio- 
nen von q^, ■ ■■}§„) i allein vorausgesetzt sind und sich also zwischen diesen 
Grössen und cp^, . . ., cp^, p,, . . .,-^^, £ leicht unmittelbar solche Üeziehungen 
aufstellen lassen, dass die Fundamentalgleichung der Substitution erfüllt wird 
und die Poissonschen Differentialausdrücke verschwinden, sind die Grössen 
m, ö, E nicht durch (]j, q, t bestimmbar. Hier wird jedoch dadurch, dass man 
statt der gegebenen q^ und p^ beziehungsweise —p^ und q^ setzt und zu der 
öubstitutionsfunction noch 2^1 ?i hinzufügt, eine solche canonische Substitution 
erhalten, bei welcher alle Grössen durch Functionen von q, r^, t darstellbar 
sind und die Werthe der P o i s son sehen Differentialausdrücke ungeändert 
bleiben. 

Ausser in diesen buiden einfachsten Fällen besteht auch sonst immer 
der Satz: 

Wenn eine gegebene canonische Substitution eine vollständige 
ist, d. h. wenn alle vorkommenden Grössen sowohl durch die p^, q^, t 
allein, als auch dnrch die cp^, ^^^^t allein bestimmbar sind, so kann 
man dieselbe durch etwaige Vcrtauschung der Glieder einzelner 
Paare von zusammengehörigen Grössen j^ und p^ mit —p,. und q^ 
in eine solche Form bringen, dkss alle vorkommenden Grössen 
durch die unabhängijten q^, .,., q^, tfn ■■■; '^ny ^ allein bestimmbar 
werden. 

Eine solche Form soll eine normale beissen. Wegen der vielfachen 
Anwendungen dieses Satzes, dass jede vollständige canonische Substitution 
in eine normale Form gebracht werden kann, ist es zweckmässig, den Satz 
mit der geringsten Anzahl der nothwendigen Voraussetzungen auszusprechen, 
was in folgender Weise geschieht. 

Besitzen die Grössen »jj^, . ■ -, 4*« ^^^ Functionen der unabhängigen 
Veränderlichen q_„i ■ ■ ■ ■, q^^, ?+i, ■■■,§+„ die Eigenschaft, dass für je 
zwei der Functionen ^■,'^^ die Summe ihrer nach je zwei conju- 
girten Elementen ^^ und q_^ genommenen Fnnctionaldeterminanten 



*) [Siehe b. 237 dieses Bandes.] 
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identisch zu Null wird, dass also 

(6-) '^i^^H = 

ist, und verschwinden nicht säramtliche n.K-gliedrigen Functiontil- 
determinanten 

worin A^, Ä^, ..., Ä„ irgend welche «Zahlen aus der Reihe ±1, ±2, ..., 
±n bedeuten, so giebt es unter diesen nicht verschwindenden 
Functionaldeterminanteii auch wenigstens eine solche, für welche 
die absoluten Werthe der Ä,, A,, ...,/;„ alle von einander verschieden 
sind. 

Aus dem Bildungsgesetz der Functionaldetcrminanten folgt mit Hülfe 
des Laplaceschen Satzes unmittelbar 



{«.) 



öi'^h,K'K'---'K) 



WO sich die Summation auf alle die den Grössen \,\, •■■,\ io irgend einer 
Reihenfolge gleichen Grossen \, A^, ..., A^ mit der Einschränkung bezieht, dass 
A_ <: A^ und A^ < A^ < A^ < ■■■ < A^_j <; A^ bei der gestatteten Voraussetzung 
k^ -< \ •< \ <: ■ ■ ■ <: k^_^ <; t, ist, wo ferner 

(9.) A = (A,-A,,_,){^, -A,,J...(A. -AJ 

(A,_.-A,_J...(A,_,-AJ 



ist und [A] gleich +1 oder -1 gesetzt werden muss, je nachdem A positiv 
oder negativ ist. 

Nach den Voraussetzungen (6.) über die (|; - Functionen ergicbt sich also 

worin k^,\,...,h^ irgend welche der Werthe 1,2,3,...,?* bezeichnen; hier- 
aus folgt z.B., wenn die absointen Werthe der h^t \: li^iK, ■••■, K ^^^'^ ^^"^ 
einander verschieden sind. 
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weil in der Summe über / hier alle anderen als jene zwei Glieder identisch zu 
Null werden in Folge der Gleichheit zweier der unabhängigen Veränderlichen. 
Wir wollen nun zunächst beweisen, dass, wenn alle Functionaldeterrai- 
nanten 

(12.) |Jt.Ji^-J4, 

in welchen die absoluten Werthe der k^, h^, h^, ■ , h^ alle von einander ver- 
schieden sind, zu Null werden, dieses auch für alle Functionaldeterminanten 
von der Form 

^('i'i>'l^2 . 1'a ■ 'l'i ^ • • • » i, ) 

stattfinden muss. ]Jenn bezeichnen Ä^, Ä^, h^, h^, ..., h^ Indices, deren absolute 
Werthe von einander verschieden sind, und ist 

(13.) ÄA_Jwh^iJ. 

eine Determinante , welche nicht verschwindet, so folgt nach J a c o b i ' s 
Fundamentalsatz für die Functionaldeterminanten, dass 

(l'„> <l-h>, ih„ Qm, ■■■- 5ä„ 

als Functionen von '^ji 4*9' ••■' '^n ^^'^ ^'^^^ '^'^^ übrigen Grössen 

2h„ <l-H, d-h,, (l-i.^, ■■; i-l^, 

welche mit jenen ersteren zusammen in den gegebenen Functionen (Jj^, f^^, ..., ^ 
vorkamen, dargestellt werden können und also auch die Functionaldetermi- 
nanten 

(14.) 



^(j.. lg,. ■9-hl 9-1.1 ä->„. ■inj., ■■■An) 

ö(l,„ S-»„ ä-i«,, 5-1., ■••, «-.„ *,, t, fc) 



bestimmbar sind, wenn (i, v irgend welche der vier "Wertlie ± /(jj ± A^ an- 
nehmen. Eine solche Determinante soll für die nächste Rechnung; kürzer 
durch 

,,.. Hl:.,!, ,3') 

i'(s„,5_„,3«) 
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bezeichnet werden. Dann besteht zwischen diesen nach dem Bildungsgesetze 
der 2 .2-gliedrigen Punctionaldeterminanten die Gleichung 

und nach dem Satze über die Mulfciplicatioii der Functioualdcterminanten die 
Gleichung 



ätt,,t, 


.♦..♦..- 


••, fc > «*.,. ?^»„ 9-1,, «-1». ■ •■.«-».) ä(g,„ «_.„ 3«) 


öfe„?-j 




■■,?»., «+.„?-»,> S-»,, ?-i. «-i„) ö(?;„ ?_,„ 3«) 



(17.) 

In dieser letzten Gleichung sind die erste und die dritte Functional- 
determinante die beiden Glieder, deren Summe (11.) nach den zwischen den 
(|f bestehenden Bediugungsgleichungen (6.) zu Null werden muss; die erste 
dieser beiden Determinanten ist nach (13.) als von Null verschieden vorausgesetzt, 
folglich wird auch die andere und damit dann ihre Verhältniss^iahl, nämlich 

a(g„.,g-;...3'^) 
ö(3*„ g..„ 3*)" 

sich von Null verschieden, ergeben. Daraus folgt weiter, daas wenigstens zwei 
der Functionaldeterminanten in der vorhergehenden Gleichung (16.), also 
wenigstens zwei der Determinanten von der Forna 

ö{ä„„?-,,,3*) " " ' 

nicht verschwinden dürfen. Das Product jeder derselben multiplieirt in (13.) 
ist nach dem Satze über die Multiplication der Functionaldeterminanten 

,^g V ö(9„„ q^i,^, Sft„ q^, . ..,q^, g^, q.,^, q.^, g_„„ ..., g_,,J ö(gs„ g_,,„ 3*) 

ö(2ft,> 3-Ai, qh„ Qb^,--; qi,„, qi^,q^h„ g_A,, g-^,, ■ ■■,«-/!„) ' 

mithin kann diese letzte Determinante auch nicht zu Null werden, was der 
Voraussetzung (12.) widerspricht, da sie abgesehen vom Vorzeichen mit einer 
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der viev Determinanten 

gleiche Bedeutung hat. 

Verschwinden also sämmtliche Determinanten von der Form 

für solche Aj, h^, h^, A^, ..., A^, welche ihren absoluten Werthen nach sämmt- 
lich von einander verschieden sind, so kann auch keine der «.n-gliedrigen 
Functionaldeterminanten, in welcher nur zwei der Indices der q gleiche abso- 
lute Werthe haben, von Null verschieden sein. 

Auf gana analoge Weise ergiebt sich, dass, wenn alle functionaldetermi- 
nanten verschwinden, für welche nur ein Paar der Indices gleiche absolute 
Werthe haben, auch die Functionaldeterminanten mit zwei Paar Indices von 
gleichen Werthen zu Null werden müssen; denn wäre z. B. 

(20) ^(l'i ^l*. i'i'^.'fr. .'I's ,^, ^n) 

'^{ih„ l-h„ (lh„ i^i^, Qh, QH' ■■; QlJ 

von Null verschieden, so müsste, weil nach den zwischen den ^ bestehenden 
Bedingungsgleichungen (6.) die Summe der Fnnctionaldeterminante (20.) und 
der beiden aus ihr nach Ersetzung von +A^, — ä, durch +h^,—h^ und durch 
+ h^,—h^ gebildeten Functionaldeterminanten gleich Null ist, auch wenigstens 
noch eine dieser beiden anderen Functionaldeterminanten von Null verschieden 
sein. Wäre also noch 

ö(§Ä^, q_,^,q,^, q_,.^, q,,,, q,,,, .-., &J 
von Null verschieden, so miisste die Functionaldcterminante 
öfe,„ ,qi^ , g^3i q-h„ g-)„, g-t,. ••-. g-t„. '{'■> '{'»>••■■ l*«) 



(23.) 



ö(?+f,s,S-/^,g*3TS-*a,2-Ä,,9-;^,---,g-*„. i.^!, ■•■.'1'»)' 



welche, wenn statt h und h^ irgend zwei der Werthe ±A,, ± h^ genommen 
werden, eine bestimmte Bedeutung hat, für A^ ^ +^1 ind ^^ = — ä, als Verhält- 
nisszahl zwischen den beiden vorgenannten, nicht verschwindenden Functional- 
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deterrainanten (20.) und (21.) auch von Null verschieden sein. Diese De- 
terminante (22.) für h^ = +Äj, h^ = — Äj lässt sich aber ähnlich wie vorhin in 
der Gleichung (16.) als Summe von Producten der analogen vier Functional- 
determinantcn für A_ = ±Äj, h^ = ±h darstellen, und also muss wenigstens 
eine dieser vier Functionaldeterminanten von Null verschieden sein. 

Durch Multiplication dieser nicht verschwindenden Fimctionaldetermi- 
nante in die nach der Voraussetzung nicht verschwindende Functional- 
determinante (20.) würde sich eine von Null verschiedene Functional- 
determinante mit nur einem Paar dem absoluten Werthe nach gleicher Indi- 
ces h^ und —h^ ergeben, was der Voraussetzung widerspricht; es müssen also 
auch alle Functionaldeterminanten mit zwei Paar dem absoluten Werthe nach 
gleicher Indices der q verschwinden. 

Daraus lässt sieh dann weiter, ebenso wie hier, auf das Verschwinden 
aller Functionaldeterminanten mit mehreren Paaren dem absoluten Werthe 
nach gleicher Indices und also auch auf das Verschwinden sämmtlicher Func- 
tionaldeterminanten der Functionen tj;^, ^j, . , ., <]j^ sehliessen, was aber der 
ersten Voraussetzung widerspricht. Es ist daher die Annahme, dass alle 
Functionaldeterminanten mit n dem absoluten Werthe nach verschiedenen 
Indices der q gleicli Null seien, nicht zulässig, wenn überhaupt irgend eine 
der n .n- gliedrigen Functionaldeterrainanten niclit verschwinden und die 
Gleichungen (6.) bestehen sollen. 



Thcilweis gegebene Substitution. 
In dem Artikel 10*) meiner Abhandlung über die Hamilton-J acobi- 
sclie Theorie ist gezeigt, 

dass die vollständigen Poissonschen Differentialgleichungen: 



(23.) 






(24.) 
(26.) 


'=-/öfc Oft 


öt. ö?,\ 10 für h 


(26.) 


.SUj, oft ■ 
-238 dieses Bandes,] 




*) [ Siehe S. 236- 
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ÖE ö-t,; 

dpi dqi 


i±'> \ dqi oft ■ 


dE atpft' 
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(27.) 

(28.) 

die 2Ji + l Functionen E, '\t^, ..., '\>^, (f^,...,tf^ als canonische Substi- 
tution charakterisiren, d. h. eine Gleichung von der Form 

erfüllen lassen; wenn aber nur eine geringere Anzahl von jenen 
%?i+i Functionen gegeben ist, so genügen die zwischen ihnen be- 
stehenden Poissonschen Gleichungen auch noch, damit die Func- 
tionen die ihrer Bezeichnung entsprechenden Glieder einer cano- 
nischon Substitution ausmachen. 

Den Beweis dieses fundamentalen Lehrsatzes vyerde ich führen, indem 
ich zeige, dass zu beliebigen aus der Reihe tjj , . . ., <J;^, tp^, . . ., <^^, E gegebenen 
Functionen, welche die unter ihnen bestehenden Gleichungen in der Reihe 
(23.) bis (28.) erfüllen, die anderen Functionen so bestimmt werden können, 
dass allen übrigen Gleichungen in jener Reihe auch genügt wird. Von den 
verschiedenen Methoden, die man anwenden kann, um die Ausführung der 
Lösung einer solchen Aufgabe zu erleichtern, werde ich an dieser Stelle 
nicht weiter handeln. 

Zunächst lässt sich die Ordnung der gegebenen Functionen (p, tjj so ein- 
richten, dass die Aufgabe in einer übersichtlichen F^orm auftritt, Ist nämlich 
für einen oder für mehrere der Indices k die Function cp,^ gegeben, aber nicht 
die conjugirte Function <]/,,, so wollen wir die Rechnung so führen, als sei die 
gegebene Function ein 'J'^; wenn dafür die Aufgabe gelöst ist, braucht man 
zur gefundenen Substitutionsfunction S nur das so gefundene — '^5'}'^ hinzu- 
zufügen, und es nimmt dann das gefundene if^ die Stelle des gesuchten 
— (p,^, das in die Rechnung eingeführte ^^ die Steile der gegebenen Function 
cpj ein. Für die paarweis zusammengehörigen und gegebenen Functionen 
(p^ und cpjj mögen die kleinsten Indices 1, 2, ..., n" genommen werden, für 
die einzelnen gegebenen oder dafür in Rechnung gesetzten fj; die darauf fol- 
genden Indices n"+l, n'+H, ...,n; folglich werden die noch zu suchenden ij* 
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die Indices ?i'+\, 7i-{-2, ...,n und die noch zu suchenden (f die Indizes w" + l, 
«"-1-2, . . ., n, ii + 1, . . ., n haben. 



Bestimmung einer Substitutionsfunction durch ihre nach der Zeit 
genommene Derivirte. 

Der Fall, dass die Function _E und entweder keine der Fnnctionen (f 
und i^ oder doch nur solche von diesen gegeben sind, deren Indiccs die 
Reihe 1, 2, 3, . . ., « nicht vollständig ausfüllen, lässt sich auf den Fall zurück- 
führen, dass die Function JE gleich Null ist. 

Die 



(29.) 



in welchen E als Function von t, q^, ■ ■ , $^, p,, ■ ■ -, p„ gegeben gedacht ist und 
sich die partielle ö-Differentiation auf diese 2n+l Grössen bezieht, während 
d die totale nach f genommene Differentiation bezeichnet, lassen sich durch 
2n Lösungen integriren, indem die q^, ..., ^^, p^, ■■■■iP„ ^^^ Functionen ihrer 
für die Zeit f geltenden Anfangswerthe g°, •■■tjlii'it ■••iPl ^""^ ^^^' '^^^^ * 
dargestellt werden. Durch Einsetzen dieser Functionen wird das Integral 



Gleichungen 










a«, , dE 


dg, 


+ dl,, ' 


il. 




dji, _ dE 
dt ög, ' 




dE 
'dq,- 


ip. 


dE 



(30.) /'('gft-Jl^-i'jcU - 



ZU einer Function von q\, ..., 5", p\, ■■■ji^It *■ 

Es ist aber für eine auf t sich nicht bezieiiende, im Übrigen allgemeine 
Differentiation 8 identisch 

(31.) «/(j'ft-^-£')ä( 

also wird, wenn man mit D eine allgemeine Differentiation bezeichnet, zufolge 
der Gleichungen (29.) für das Integral 8" 
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worin e eine noch zu bestimmende Function bezeichnet, Diese Gleichung geht 
für den Fall, dass die D-Diiferentiation die nach der v^eit genommene voll- 
ständige d-Differentiation bedeutet, in die Form 

AS' '=" dg, , 
über, während aus der Deiinitionsgleichung (30.) für iS° folgt 

demnach ist e = -E und 

(32.) DS" = JiViDa-'sV?D3?--EU*- 

Es lässt sich also für jede Function E von g^, ..., g^, p^, ■■■iP„i ^ ^i" 
System canonischer Variabein 5°, ..., gl, p"^, ■■■,pl und eine zugehörige Sub- 
stitutionsfunction iS° finden. Ist nun keine der Functionen ^^j . . ., (}i^, tp^, .. ., (p^ 
gegeben, so würden 9", ..., j°, p], •■■iP* dafür genommen schon eine Auf- 
lösung der gesuchten Aufgabe bilden. 

Sind aber einige der t{j und 9 Functionen gegeben, so ist eine weitere 
Transformation erforderlich. 

Bedeutet A eine Function von (J^, ■■ ■, g„, p^, ■■■, p^, t^ so besteht die 
identische Gleichung 

dJ. _ öÄ 'B^'/dA dqi dA ApÄ 
dt dt '^i^Xdqi At "^ dpi äi)' 

also mit Berücksichtigung der obigen Gleichungen (29.) auch 

*• -^ dt dt '^it',\dqi dp, dpi dqj 

Setzt man die gegebenen Functionen ^j...,4'„r, cf^, ..., 'f^„ für A, so ver- 
schwinden die zweiten Seiten dieser Gleichungen (33.) in Folge der für die 
Functionen (}> und 9 geraachten Voraussetzungen (27.), (28.), und es wird 
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also sind (]j,i ■■•i '^„■^ 9,) ■■■, %•• Integrale der obigen 2« Differentialgleichungen 
(29.) und können demnach als Functionen von den Grössen j°, ..., 5°, 
PI, ■•■tpl allein, ohne t, dargestellt werden. 
Wenn wir in der identischen Gleichung 



DA.AB-AÄ.DB ^ S S 



,y dA dB dB dÄ ) 



(DCA.ACi-AC„.Dy 



die Grössen C,, .■■, C^ der Reihe nach gleich g^, ..., q^, p^, -..,^„ setzen, die 
D- und A- Differentiationen speciell als die partiellen nach gl, p^^ gebildeten, 
mit zu bezeichnenden Differentiationen nehmen, beide Seiten der Gleichung 
durch Dg'^Aj»" dividiren, dann über die Werthc l = 1, 2, d, ..., n summiren 
und die für die canonische Substitution nach dem vorigen Artikel be- 
stehenden Gleichungen 



'SV 9». 0«. 

li'AH Vi 
's,"/»«, »a. 


»i„ ««i\ 
^ V, Hl 

_ «9, »A\ 




10 für h^It 


,hW, W 


W Hl 


il flir * = * 



i^AH oft" ^Pt ^\l 



berücksichtigen, so erhalten wir 
(35.) 



!='YQ^ OB 



\H 'ipl 



DA 6^ \ 



\öcM 



dB dÄ\ 
oft äpi) 



Setzt man hiei 
so wird: 



^Mat ^Pi 



für A und B je zwei der Functionen ']f^, .. 



=1 \Wi 'Wi~'Wi Hl 



■■ für l^Ä 



lO für h S 

I1 fih- h = 



: für 1<^^ 



i w', 1 < it S 
1 </*<«': 



Kann man also zu den in q\t ■■•■, gl,, p",, ■■•ip'l, allein und ohne t aus- 
gedrückten und gegebenen Functionen t]j^, ,.., c}j^, if^, ..., <p^„ die übrigen 
Functionen t}> j, ..,, ji^, cfi^„ , , .,, tp^ finden, mit denen sie zusammen eine 
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canonische Substitution bilden, wie solches in den folgenden Artikeln gezeigt 
wird, so ergiebt sich auch eine von t freie Substitutionsfunction 8* der 
Art, dass 

und also 

wird, wie wir es snchten. 

4. 
Bestimmung einer Substitution durch eine gegebene unvoll- 
ständige Reihe der eingeführten Veränderlichen. 

Sind nur die Functionen 

6, , . , ., i[)„., <f j , . . , , (p„-. für n" ^n' <cn, 

aber nicht die Function E gegeben, so lassen sich, wie wir jetzt nachweisen 
wollen, die Functionen fftf+i' 'l'n'+a' ■■■i'l'n "^^^ Hülfe der Jacobi'schen Lehr- 
sätze über simultane lineare partielle Differentialgleichungen bestimmen. 

Hierbei werden die Functionen 4'rf+i' ■■■? 'l'« nach einander aufgesucht, 
und an jeder Stelle der weiteren Aufsuchung kommen die gefundenen 
Functionen schon mit in Betracht. Um nun bei der nachfolgenden Ent- 
wickelang sogleich den Umstand mit zu berücksichtigen, dass schon einige 
der Functionen tjj gefunden sind, sollen die 4*1) ■ ■■' 4'n'i 9i' ■■■:'¥«" nicht nur 
die gegebenen, sondern auch die an irgend einer Stelle der Rechnung schon 
gefundenen Functionen mit bedeuten. 

Bezeichnen wir zur Abkürzung t^^,...,<^^, der Reihe nach mit i^_^,..., 
r{j_^, und für irgend eine Function f von den Grössen q^^ ,.., ^^, ^^, ...,p„, t 
die Operation 

(86.) 'I"(^j^-?i#-) mit %m 

i=Aöqi öpi dpi dqij '*'-'-' 

SA'Xi oft oft ög, / 
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SO wird identisch 

"f i' m = s" ST-^^ ^fe ^k ddf d;^ d-^, ddf ai, g^, ddf 6^, d^\ 

Vt''-^ 'yf^*- -^i^ - ^ -^^ -y -^ y"Ä ^^'K _ &^ JdJ^\ 

imd daher 

!=i dqi Spi x = i\^Si ^Pi. SPi dq?J 
oder, mit Benutzung der oben unter (36.) eingeführten Bezeichnung, auch 

^ H'iUI '„',\n ,i'^\dp, dq, dg, dp, I 

' 1 = 1 W^( Ög, Ö^i Ö^j J 

Nach den hier zu Grunde liegenden Voraussetzungen (23.) bis (26.) 
erfüllen die schon bekannten Functionen 

'Jj,, ..., ij'n" I '^n"+I' ■••> 'l'ii'I l'-iJ ■•■; 4'-«" 

identisch die Gleichungen 



(B9.) w.J = -"uy = { " «""^-s:» 



für ,« + v 
es ist also für jede Function f auch 

(40.) *I^„"t".[/'] = *Vi;u[/'], 

wenn (( und v irgend zwei der Indices 

— m", —{n"—l), ..., —1, +1, ..., +n", +k"+1, ,.,, n' 
bedeuten. 

Jede noch aufzusuchende Function ({jj^ für vj > w' muss die w'+h" linearen 
homogenen Differentialgleichungen 

(41.) %[%] = für V = -«", -(n"-.t), ..., -1, 1, .,., n", ..., vi 
erfüllen, und von den Functionen t{;^;'+i, 4'«"+o ■ --i 4^»' unabhängig sein. 
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Nach dem Jacobi'scheii Satze giebt es für n'+n" simultane lineare 
Differentialgleichungen W^[4/] = 0, welche die Bedingung ^^'^^[f] = '^^^'^[f] 
identisch erfüllen, und welche die nach 2n unabhängigen Veränderlichen — 
wie hier die q , ■■■■,([„, p^, ■■-i?'« sind — genommenen partiellen Derivirten 
enthalten, 2n — (n + n) — i von einander unabhängige und von einer Constanten 
verschiedene Functionen <]> als Lösungen. 

Von diesen Lösungen sind die 4'n"+j' 'l'rf'+si --m 4'n' si^iszuschciden, und es 
bleiben also nur noch 2n — (n + n")~i — (n — n") = 2n — 2n'—l von einander 
unabhängige Lösungen <^; es kann daher durch Fortsetzung dieses Verfahrens, 
so lange die Anzahl n der gefundenen Functionen i^^,...,<^^. kleiner als n 
ist, immer wenigstens noch ein neues <^ gefunden werden, bis man n — n 
Functionen (]j gefunden hat, welche unter sich und mit 9^, ■■■,9,, ^,i ■ ■ ■? 4',.'M 
(j; ,...,([j^ die erforderlichen Differentialgleichungen (41.) erfüllen, und welche 
von einander und von den Functionen 4^^,+,, ■■ t'^^ unabhängig sind. 

Die gefundenen Functionen werden auch von 9^,,, ..., i^^, (jj^, ..., '\>^^, un- 
abhängig, denn sonst müsste eine dieser letzteren Functionen, tp oder ^J^ eine 
Function der übrigen 9 und (}i sein; wenn aber 'S oder W^ Functionen von 
den Grössen cf^, ..., 9^,,, ^^, ..., '^^„ mit Ausschluss von tp , beziehungsweise 
von <!>,,, und b die nach jenen übrigen 2n"— 1 Grössen genommenen Diffe- 
rentiale bedeuten, so ist nach der Voraussetzung 

-— -i- =; 0, bez. -r™ = 
In Folge von (23.) bis {26.) ist daher auch 



und ebenso: 



also würde der aus (p und tfj oder der aus ({j^ und 9^ gebildete Poissonsche 
Differentialaua druck (25.) den Werth erhalten, während sein durch die Vor- 
aussetzungen der Aufgabe bestimmter Werth ± 1 ist. 
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Enthalten die gegebenen Functionen der cp und fj< nicht die Zeit t, so 
sich die hinzuzufügenden Functionen 4* auch als von t unabhängig 
bestimmen. 

Die weitere Auflösung der Aufgabe behandelt der folgende Artikel. 



Bestimmung einer Substitution durch eine vollständig gegebene 
Eeihe der eingeführten Veränderlichen. 

Die Aufstellung einer Substitution , für welche sämmtliche Functionen 
<L , ,.., ^^ gegeben sind, erscheint bei unserer Behau dlungsweise nur als eine 
besondere Form von der Aufgabe, die sich darbietet, wenn ausser den sämmt- 
lichen Functionen 4* auch noch einige der Functionen M, cp^, ..., tp ,. ge- 
geben sind. 

Mit Hülfe des Satzes über die normale Form einer canonischen Sub- 
stitution (Artikel l) [S. 252] denken wir uns die Veränderlichen p und q so 
gewählt, dass alle Functionen durch Ausdrücke allein von '{'i' •■•i 4'n) Si' ■•■!?») * 
dargestellt weiden können, also dass entweder jedes p^ tind j^ an seiner Stelle 
gelassen oder ein solches Paar, wenn es erforderlich war, in j^ und — ^^ um- 
gesetzt ist. 

Es sollen D und A zwei allgemeine, von einander unabhängige Diffe- 
rentiationen bedeuten, es soll ferner 

die ^-Differentiation auf die unabhängigen Veränderlichen t, ^,, ■■■,q^, p^, ■■■,p , 
die ^-Differentiation auf die unabhängigen Veränderlichen t, q^, ■■•)?„)'}',■■., 'I' 
sich beziehen. 

Zur Abkürzung der Formeln wollen wir noch folgende Bezeichnungen 
einfühlen 

2+0 = -^t 2-0 = ^i 2-ii = P<^ für fi^l 

[h] = +1 für 7*ä±0, [h] = -1 für h^-1 
(P^]= 1 für h = ~k 

(^]=-^ für lc=.+0 
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(~^\ = 0, wenn zus^leich k von —k und Je von +0 verschieden ist 



(^\ 



= 1 iiir h = l -. 



(-^\ = -^, wenn l von +0 verschieden ist 
\ Ö2, / oft 

-P„ = -E, P„ = A, P„;, = <f^ für (tä 1 

(^0 = i, Q,. = ?.: <3-,u =^ ^M fii=^ f*il 

( , " 1 = 1 für u. = — Ä^ — 1 und für ji =^ 

I . '" 1 = für /(£ — 1 und zui^leich h^-~u, 

("%) = ' ^'^' '^^"^ ''^''° 



/ÖP, 



für /i = 
für a = 



[■ " } ^ für fi ^ c und zugleich (t^O 



Up,,/ "^ öP„ "^ dPi, 

Ks seien also nach den Voraussetzungen (23.) bis (28.) die Functionen 

9n' , ?«■'-! , ■ ■•> 9i> -E, 4-, , <>5 ,...,'>«" , l'rf'+i I ■ ■ ■ . '!'« 

oder nach der jetzt zu gebrauchenden Bezeichnung 

i-,,.., '[>-,„"-„, ■■■, t-w 'P+oi 4'+. . 4'i I ■ ■ ■ . 'S*«" - V+i. ■■■> 'h 

bekannt und von der Beschaffenheit, dass die Poisson sehen Dift'erential- 
Äusdrücke 



Hm-¥-'imm 



für alle aus der Keihe — ?i", . . ., — 1, + 1>, +1, .. ., +n genommenen Werthe der 
Indices h und k identisch verschwinden, ausser für h = —k = —0. Die 
Summation ist über / = —n, ~n — l, ..., —1, +0, +1, +2, ..., +n zu erstrecken. 
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In dem Ausdrucke 

soll die Summation in Bezug auf / sich über die Werthe +0, ± 1, ± 2, ..., 
±n erstrecken, die andere Summe sich auf h, Ä, n^ v, e, e beziehen, aber nur 
über die Werthe —n", .,., —1, +0, +1, ..., +n sich erstrecken, wobei, wenn 
zugleich h und k von Null verschieden sind, fi mit k und ebenso v mit k 
nur gleiche Vorzeichen annehmen soll. Es werden also ji und h nur dann 
ausser gleichen auch noch entgegengesetzte Vorzeichen erhalten, wenn k = 
ist; ebenso werden v und k nur dann ausser gleichen auch noch entgegen- 
gesetzte Vorzeichen erhalten, wenn k = ist. Endlich soll noch das Werth- 
system h =^ —h = —0 ausgeschlossen sein. 

Man unterscheide nun zunächst die nenn Fälle nach den A^orzcichen 
und NuUwerthen der h und h, unterscheide ferner für jeden dieser neun 
Eälle die im allgemeinen möglichen neuen Fälle nach den Vorzeichen und 
NuUwerthen der (i und v und ersetze die im ausnahmsweisen Sinne ge- 
brauchten d- und d - Derivirten durch die zuvor angegebenen singulären 
Werthe; ferner führe man dann mit Hülfe der allgemeinen Formel 

^ ' i^i ^p, dqt ~ öq, äqi ' ,^, Ö<^^ "e^)/ ~ dpf ' j^, % dt ~ dt 

die Summationen über /* und k, hiernach mit Hülfe von 

^ ■' !^.~dpi^ Sqi ~ öqi dqi ' ^,^, ö^ % ~ "%' i^i'dlk ^^ ~ ^* ^i 

die Summationen über /i und v aiis und ziehe dann die partiellen Differentiale 
wie 

'*'■' ^ -SB 

e = -n"°'ve X = i "'li v, = i "Yv] ' "'■ 

zusammen, wobei also 

J)^, = Ä4)^ = für C = n"+ 1, n"+ 2, . . . , n 
vorausgesetzt wird. Dann erhalt man für den Ausdruck {42.), ohne irgend 
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welche a 


ridere 


ßechnungsoperation vorzunehmen, 






(46.) 




-i;[-' 


!jDP,.4e, + S[-e]iJ 


'..413, 




oder 












(47.) 






iT,Et,- 


-D-B.A( + 4£.D( 


für 




D(,j = 4tt = 


= 0, c = )i"+i, w' 


'+2, ..., 3i. 



Der Ausdruck (42.) und damit auch dieser Ausdruck (47.) wird nun 
aber mit Rücksicht auf die zwischen den Functionen (p^, 'f^, ..., 'f^, i^, <}j^, . . ., tp^, 
JE bestehenden Gleichungen (41.) zu Null; nach Artikel 8 der vorigen Ab- 
handlung*) ist daher 

(48.) Si^.D^-S'P.Dl'.-iM'^ 

wenn die p^, p^, . . ., p^, y,, <p,, ■ ■ ■, ^^., E als Functionen von den q^, g^, ..., g^^ 
4'ii 4*2) ■-■1 4'n' ^ dargestellt und 'l'^,^,! ■■■i i'n ^^^ unveränderlich betrachtet werden, 
ein vollständiges Differential DS einer Function 8 von den Grössen j^, q^, ..., 
?«) 4*11 ts) ••■» 4*»' ^' Bezeichnet man die nach diesen 2« + I Grössen genom- 
menen Differentiale mit S, so ergeben sich die gesuchten ^^ für C, = n"+1, 
w"+2, ..., /i" aus 

und es ist also Ä eine Substitutionsfunction für die als Functionen von den 
Veränderlichen p^, p^, ■•■ijPni 1ii Ü^t ■■■' ?«' * gegebenen Grössen tfj,, ..., ^^, E, 

?,>9,. ■■■)?«"■ 

Bei der Anwendung dieses Endresultats auf die im Artikel 2 behandelte 
Aufgabe würde man also — wenn zwischen einzelnen Paaren der <f und 4* 
Umstellungen vorgenommen sind und zwar für die zum Tlieil gegebenen 
Functionen i\i*, 4*'*, f*, ?** 

gesetzt ist, wenn ferner, wie in diesem Artikel, um die normale Form der 



*) [Siehe S. 230 u. folg, dieses Bandes.] 
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Substitution zu erhalten, statt der in den gegebenen Functionen vorkommenden 
Grossen §*, ;>*, 5*", pl* die 



eingeführt sind — noch "^pl" (fl" — '^fl* '^l' zn S hinzuzufügen haben, so- 
dass erst 

(50.) D(s+sK*c-s?rr) 

worin k und h vereinigt die ganze Ecihe der Zahlen 1, 2, 3, ..., n und ebenso 
(i und V vereinigt die ganze Reihe der Zahlen 1,2,3, ...,ra ausfüllen, die 
Fundamentalgleichung für die in der Aufgabe geforderte Form der Sub- 
stitution darstellt. 

Sind keine der Functionen '^ oder ist _E nicht gegeben, so würde die 
vorstehende üntersuchu.ng anwendbar bleiben; man hätte nur DQ^ = AQ^ = 
für e < — 1 oder für « ^ zu setzen, wodurch dann in dem obigen Aus- 
drucke (48.) die auf tp oder t bezüglichen Glieder ganz verschwinden würden. 
Enthalten dann die gegebenen Functionen die Grösse t, so verschwindet E 
nicht, sondern wird =— -rj-- 



Der Poisson-Jacobische Satz und ein analoger einfacher Lehrsatz. 
In der Abhandlung über die Hamilton-Jacobi'sche Theorie*) (Ar- 
tikel 9 (14.)) habe ich die Jacobischen Gleichungen durch folgende 2h Glei- 
chungen ergänzt: 

(51.) 

FLierin bezieht sich die d- Differentiation auf die Unabhängigen 



^ 


= + *:■ ■■ 


' l)( 




' 9i 


üp, 

IX 


iE 


■' TFT 


«E 
oft' ■■ 


' dt 



*) [Siehe S. 235 dieses Bandes.] 
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und die ^-Differentiation auf die Unabhängigen 

(Z. , ffs , • ■ ■ , ?« , Pt, ih, ■■■, 1\, i- 

Es sind also die in q,p,t dargestellten Functionen 

'J'u 'h' ■••> 4'«j 'fu '?iJ ••■! 9» gleich Constanten gesetzt 

ein vollständiges System von Integralen der obigen 2n Differentialgleichun- 
gen (51.). 

Aus der dort auch mitangegebenen Gleichung 

^^^■> Tf - dt 

geht dann hervor, dass, wenn i', als Function von q^, ..., q^. p^, ...,p^, t 
dargestellt, die Grösse t nicht explicite enthält, 

E = coast. 

selbst ein Integral jener Differentialgleichungen (51.) ist; dann folgt aber 
weiter aus den 2n dort abgeleiteten Gleichungen 



(53.) 






dass die partiellen nach t genommenen 'Derivirtcn der Functionen 



auch wieder Integrale jener Difl'erentialgleiehungen (5.1.) sind. Das Gleiche 
gilt von jedem Integral, denn es wird, wenn C irgend eine Function von 
?i' • ■ ■' ?iii i'i' ■ ■ ■' ?'»' ^ bedeutet, 



(54.) 



dt H i^.U^-i dt ^ Öcp; dt 1 



und für den Fall, dass C ein Integral, also allein durch (}j^, ..., ({j^, tf^, ..., cp^ 
ohne t ausdrückbar, d. h. -^ = ist, -^ = funct. (fjj, ^) = const. Lassen 
wir nun _E die Hamiltonsche Function +11 (Artikel 1 (5.)) bei einem 
mechanischen Problem bedeuten, dessen Differentialgleichungen die obigen 
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(51.) oder in gebräuchlicher Form 

l Aq^ _ dK^ dg, _ m^ d$„ _ dS 

"At ~ "*" oft ' " " ' At ~ ^ öpi' " '' "dT ^ "•" 'dp^ 

dji, ^ _dH_ _ _ dft ^ _dll äp^ _ dH 

[ dt dq, ' ' äi dq^ ' ' ät dq^ 

sind, so wird das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft durch die 
Gleichung Ä =^ const. dargestellt, und wir erhalten den Satz; 

Gilt in einem mechanischen Problem (55.) das Princip der 
Erhaltung der lebendigen Kraft 

Function (g, , q^, ..., q„, p^jp^ p„) = 

Function (g,, ?s, •■., S„, s'i,qI, ■■■>i['J = H= const., 

so ist von jedem durch canonische Variable oder durch Coordi- 
naten und Geschwindigkeiten dargestellten Integrale 

fnnct (q,, .... q^, p^, ..., p^, f) ^= const, 
oder 

fiuict(g,, ...,q„, q[, ■••, qli,i) = conat. 

die nach der Zeit t genommene partielle Derivirte wieder ein 
Integral des Problems. 

Dieses Theorem ist dadurch nm so merkwürdiger, dass es Integrale giebt, 
von denen jedes einzelne durch wiederholte partielle Differentiation nach t 
ein vollständiges System von Integralen hervorbringt. 

In der That, nimmt man das Integral JS = const. für die Function ^^ eines 
canonischen Systems von Integralen, was nach dem Tjchrsatzc in dem Arti- 
kel 4, weil die dazu allein erforderliche Gleichung 



,s 



','ldE 6<];, 6-7? g^. \ _ ö^j 
9i ^Pi ^1i / ^i 



identisch für ^^ = E erfüllt wird, gestattet ist, so ergeben die Gleichungen 
(23.) bis (28.) für die übrigen nach den Artikeln 4 und 5 hierzu gefundenen 

Functionen t^jj, 6^, ..., i\>.^, ty^, 'f,^, '^^, ..., »y^ noch 

i^Aöft dp, dpi dqj 
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i^iUj, dpi dpi"dqj~\l für ^=1 
i='i\ögi öp; dpi dqi) dt 



;i V dqi dpi dpi 



also wird 



m\ ^ = ^^ ^ ... = ^ = ^ ~ t^± ~ _ ^ _ r, ^ _ 1 
^ '' dt dt ' dt dt et ' dt ~ ' dt ~ 

und, wie die Ausführung der Differentiationen höherer Ordnung unmittel- 
bar zeigt, 
stellt das Integral 

(57.) t) ~ >I'i + "ts '■?! + ta T! +'h'?\ +■■■ + l'«?""' 

+ ?! ¥1' + ^a 'pf "*"' + ?i 9T' +■■■+?« 9r~' + ?r 

mit seinen 2?* — 1 partiellen Bei-ivirten nach t für (ij_ = JPf ein voll- 
ständiges System von 2w Integralen des durch die Differential- 
gleichungen 



At 




it 




a«. 


-^f 


da 


öff 


ip. 


dB 


äp. 


dB 


"IT 


«9. ' 


äf 


ösT' 


■' a< 


Sp. 



gegebenen mechanischen Problems dar, wenn H nur von q^, g^, ..., g , 
Pi^Pa' ■■■'A ^""^ nicht unmittelbar von t abhängt. 

Dieser Lehrsatz besitzt einige Analogie mit dem berühmten Poisson- 
Jacobischen Lehrsatze, der zur besseren Vergleichung hier auch aufgestellt 
werden mag. 

Aus der identischen Gleichung 

BÄ.AB-AA.DB - "f s"|^ |^(DC, A:,-A:,D:,) 
M/dA dB dB dA\,,._ , 

worin Ä und B als Functionen von C,, C,, ■-■, C^ betrachtet werden und die 
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letzte Summation nur über die Combißationen [ohne Wiederholung] der aus 
der Reihe 1, 2, 3, ..., r genommenen Indices h und Ä zu erstrecken ist, ergiebt 
sich, wenn wir die D- und A - Differentiationen auf die unabhängigen Ver- 
änderlichen ^,1 •■■!§„) i*,) ■•■! P» beziehen und zwar bei D allein die q^, bei 
A allein die p, sich ändern lassen und auf beiden Seiten den gemeinsamen 
l^actor D^jA^j aufhehen, 

^ ■-' dq, 6p, dp, dq, -^laCft öCi eCft ecJUs; ^pi ^pi ö^J' 

ersetzen wir hierin die ^j, ^^, ..., C,^ durch die Grössen '^^, ..., t};^, <f^, ..., cp^, 
Summiren dann über Z = 1, 2, 3, .. ., « und ziehen die für die Poissonschen 
Differentialausdrücke hei einer canonischen Substitution geltenden Gleichungen 
(23.) bis (28.) zu Hülfe, so entsteht 

^ '-^ il'.Uft aft dqi dpj ~i^A% % &■>! ^J' 

Sind nun .4, jB Integrale derselben Differentialgleichungen, für welche 
die (}>j, ..., ([i^, cpj, ..., cp^ ein vollständiges System canonischer Integrale be- 
deuten, so werden A und B als Functionen von den ^ und 9 ohne i dar- 
stellbar sein, und dasselbe wird für die zweite Seite der letzten Gleichung 
gelten; also wird der Ausdruck auf der ersten Seite in Gleichung (59.) eine 
Constante sein müssen, wie Poissou auf einem anderen Wege gefunden hat. 
Darauf, dass die Gleichung 

ein Integral der Differentialgleichungen (55.) darstellt, legte Jacobi deshalb 
grosses Gewicht, weil diese Gleichung nicht immer identisch erfüllt wird, 
auch von den Gleichungen A = const., B = const. unabhängig sein und also 
ein neues Integral geben kann. 
Bezeichnen wir allgemein 

ferner diesen Ausdruck, wenn darin A(f) statt f gesetzt ist, mit A(A[f)) 
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oder kürzer mit Ä'(/') und allgemein A(A"'[f)) mit A"''^'{/'), so wird mit 
Eücksicht auf obige Gleichung (59.) auch 



+.S »t,2 



»Ti »Ti Hx) 



wenn wir noch das canooische Integral ({i^ gleich dem gegebenen A genommen 
haben, was (nach Artikel 4) in Folge der Gleichung 

i^Aöft "öpi dpi dqj et ~ dt ~ 



(63.) Ä(/) = 1^ und ebenso A"'(f} - -^ 



möglich ist, so wird also 

weil A{4'J = 0, ^(cpj = ! und A(^j) = für Jo-l ist. 

Setzt man, nachdem die ku einem Integral j4 = t}jj ^ const. zu- 
gehörigen canonischen Integrale <|j^, '^^, ..,, (J*«, cfi,cp^,(pj,...,fp^ bestimmt 
sind, 

(64.) B = '{',+ 'i'a-?,+ ']'i-9' + -'- + '{'«-'?r° 

SO werden 

2w von einander unabhängige Functionen von den il», ^, also auch 
von den q,ptt sein; daher bilden für die Differentialgleichungen 

At ~ '^ dp^' dt ö;), ' ■"' df ßj^ 

^ _ _^ A^_^ -_ __^ dg„ ^ ^H 

~dr ~ ög, ' di ~ ög', ' ' d(^ ~ öj,, ' 

die gleich Constanten gesetzten tn Functionen 

(66.) A, B, A(B), A\B), ..., A'^-\B), A'"-\B), 
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worin allgemein 

y)\^^-r--'^ ^ durch A{f) 

bezeichnet ist, ein vollständiges System von Integralen. 

7. 
Verallgemeinerung der Jaeobischen Störungsformeln. 
Im Artikel 9 der Abhandlung über die Hamilton-Jacobische Theorie*) 
habe ich aus der Fundamentalgleichung (14.) für die canonische Substitution 
das vervollständigte System der Jacobischen Gleichungen: 

! ht — ^' ^ — _^ ^ — -^ 

1 ^Ph __ ^'fk ^Ph ^"i"! ^Pli ^-^ 

\ "% ~ "öi"' % "~ dt ' U ~ dt 

für 

h = 1,2,^, ...,n und /c = 1, 2, 3, ..., » 

abgeleitet. Dabei ist ausser der Gleichung (3.) nur vorausgesetzt, dass 
?.' ?8' ■ ■ ■' ?s' Pt^ P^i ■ ■ ■■) Pni -^ ^■'^ Functionen von den Grössen ^^, ^^, . . ,, ^^, 
9i) 92' ■■■' 9«5 ^ ^"■'^ umgekehrt auch tj'ii '^^j ■■■, ^„j 9^1 9a, ■ ■-, 9„, -E als Functio- 
nen von q^, q^, . . ., g^, p^, p^, ■■-, ^„, t betrachtet werden können. Es ist also 
ohne Einfluss auf die Gültigkeit der obigen Gleichungen, ob die Substitution 
die normale Form hat, oder ob sie solche nicht hat. Dasselbe gilt auch von 
den hier aus jenen Gleichungen abzuleitenden Lehrsätzen. Die d-Diffe- 
rentiation bezieht sich auf die Unabhängigen ({j, cp, if, während die ö-Diffe- 
rentiation als Unabhängige die q,p,t voraussetzt. 

Die obigen neun verschiedenen Formen für die (2n + 1 y Gleichungen 
können, wenn man für eine positive Zahl m 

i 1~m = —PmJ P-m = + 9™ i % = + ^ > p^ = — JE 



*) [Siehe S. 335 dieses Bandes.] 
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setzt, auch in der gemeinsamen Form 

für 

h = 0,±l,±2,...,±n und k = 0, ±1, ±2, ..., ±n 

dargestellt werden. 

Es bleibt, wie leicht zu sehen, anch die Gleichung 

i£^_ _-^ 

für 

h = ±1,±2, ...,±n und k = ±1, ±2, ..., ±n 

richtig, aber diese letztere umfasst nicht alle Fälle. 

Die Verallgemeinerung der J ac o bi sehen Störungs form ein besteht in 
Relationen zwischen Functionaldeterininanten. F.ine Functionaldeterminante 
wollen wir nun, zur Erleichterung des Druckes, wenn Mi , % , ..., w^ die 
Functionen und Vj^ , V/^ , . . ., v^ die unabhängigen Veränderlichen sind, auf 
welche sich das Differentiationsz eichen d bezieht, durch 

rtO^ ^(»i^n^, K) 

darstellen. 

Aus dem Bildungsgesetz der Determinanten ergiebt sich mit Hülfe der 
Gleichung (69.) unmittelbar 

als Verallgemeinerung der Jacobischen Störungsforraeln: 

worin die h^, h^, . . ., h^, und \-,\, ■■■i^y irgend welche 2w der Indices 

0, ±1, ±2, ±3, ..., ±n 
sein können. 

Für den speciellen Fall, dass sowohl die ä^, A^, ..., A^, wie auch die 
Äj, Äj, ■■■■,\ die ganze Reihe jener Zahlen mit Ausschluss der Null ausfüllen, 
geht jene Gleichung, wenn man die 5',^, '{j, f wieder nach ihrer Ursprung- 
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liehen Bedeutung einführt, in 

tiber. Verbindet man hiermit den Fundamentalsatz von Jacobi über reci- 
proke vollständige Functionaldeterminanten, nämlich 

so ergiebt sich: 

f74\ ^ fe.g ,^,„P,,P, ,- -;PJ ^ a(( t>„^„...,.|)„, y.,?,....,¥^) ^ +1 

In dieser Form, mit der Unbestimmtheit des Vorzeichens, ist dieses 
Theorem von Jacobi gefunden und auf S. 499 [der ersten Ausgabe] seiner 
wDynamiko*) veröffentlicht. Die Bestimmung des Vorzeichens ist mir gelungen 
und zwar auf verschiedenen Wegen, zuerst und am einfachsten mit Hülfe 
der Differentialdeterminanten. Da die Theorie derselben mit mehreren neuen 
Untersuchungen in engem Zusammenhange steht, so will ich darauf bei einer 
anderen Gelegenheit zurückkommen und hier nur denjenigen Beweis geben, 
der diesen Satz als einen speciellen Fall der Verallgemeinerung derPoisson- 
schen Störungsformeln erscheinen lässt. 



Verallgemeinerung der Poissonschen Störungsformeln. 

In Artikel 10 der Abhandlung über die Hamilton-Jacobischc Theo- 
rie**) habe ich aus den J'aco bischen Störungsformeln und ans allgemeinen 
Sätzen tiber Differentiation die Poissonschen Störungsformeln abgeleitet 
und zu dem System von Gleichungen : 



(76.) 




<)p, 















(78.) 

(77.) 


'.=1 \ oft 




"oft 






1 


für 
für 


''S 
h = 


h 



") [Jacobi, Gesammelte Werke, Bd. V, S. 428— 430,] 
**) [Siehe S. 237 dieses Bandes,] 
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('S.) 
(79.) 
(80.) 



■-■■/• «jB *K _ Mä flfc\ 

%•! dB öj, _ jlE ÖJ,\ 
(=, l dqi dpi eft oft / 



_% 



öf 



vervollständigt, worin Ä und h irgend welche der Indices 1, 2, 3, ...,n sind. 
Wenn man unter Annahme einer positiven Zahl m 



(81.) 






I ö*» 



fl« 



«-.. = *., «f. 
für * = 



-1 für h - 
ra!= +1 Sil h : 



lÄI 



-/; und zugleich h^^ 
- /i: und zugleich A -< 



--i^ = für alle von und —k verschiedenen Werthe des h 

setzt, so können diese sechs Formen von n(2n + l) Gleichungen bei Benutzung 
des abgekürzten Zeichens für eine Functionaldctcnninante in die gemeinsame 
Form 



(82.) 



%^ 1'^1'uJPjlL 



_ 1 ö'f , 



bw uud /^ = ± 1, 



Ä = 0, ±1, ±2, ±3, ... 
gebracht werden. 

Zur Erweiterung der Poissoiischen Störungsforraeln auf höhere, Grade 
dient der verallgemeinerte, nach T/aplace benannte und auf Functional- 
determinanten angewandte Satz und /.war, unter Benutzung der oben (70.) 
festgesetzten Bezeichnung, in der Form der identischen Gleichung; 

f ^ Hil '.. «■) ö(iL«.^J:i) %K.-_iiiJ aCTl'..^..'...^., ...,«.) n , , 

,33,. ö(9i-i., + i.) ■«(?!-'., + '■)■■■ H<jI-'..,+U ö(s|4„«,''„.« sjAV' ""' 

' "■■' '■ '■ '■ '■ '■ •■ '■ K.* ''.) TTr/ n 



ö(?l *., 



''., 



ö(fl~i„+!,, -',,+'„. 



-Ci +',«.4.™+!?^! 
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WO in der Summation über x jedes der z^, Jt^, x^, . . ., z^^^^, ■ .■, 'x^ alle Werthe 
/e^, k j k ■■■, Ä^m' ■■■1^1 unter der Einscliränkung 

■Aj, üj, -/j, ..., v.^„^ von verschieden 
(84.) \<:-''-i oder -/^ = 0, x^ <: -/j oder x^ == 0, . . ., )(j,„_i<v^m o'ier Ki,„_i = 0, 

annimmt, wo ferner in jedem Gliede der Summation auf der linken Seite 
und in dem einzigen Gliede der rechten Seite das Product YL über alle 
Werthe 1, 2, 3, ...,a für ii und v unter der Voraussetzung v ^ ft zu er- 
strecken isE, und wo endlich 

, [k] = +1 für it > 
(85.) [h] = -i für 7i; < 

\ [h] = für 7; = 
bedeutet. 

Summirt man die Gleichung (83.) in Bezug auf jedes der ^,7 ^3) ^jj ■ ■ -, ^„, 
über alle Werthe 1, 2, 3, .,., )(, wendet dabei die vervollständigten Poisson- 
schen Störungsformeln (82.) an und beachtet, dass diejenigen auf der zweiten 
Seite der Gleichung (83.) stehenden Ausdrücke, welche sich nur durclj die 
Eeihenfolge der Werthe der l^,l^,---,l von einander unterscheiden, gleich 
gross sind, so erhält mau: 



ö(9hw«^^W= 



|ö*xj {^•^.,^J ö(3|Ä,,,„A,„^„...,A,), 



"-J ■- 



worin unter Beibehaltung der übrigen Bezeichnungen wie in Gleichung (83.) 
die Summation in Bezug auf die l sich über die sämmtlichen Werthe 1, 2, 3, . . ., ?^ 
für jedes der li, l^, !^, ■ ■ ■, l unter der Einschränkung ?, ■< ^^ < ^3 < ■■■ < ^,„ er- 
streckt. 

Beträgt die Anzahl der in der E-eihe der absoluten Werthe 
der Zahlen &j, /Cj, A3, ..., ft; vorkommenden, von und von einander 
verschiedenen Werthe mehr als X — m, so verschwindet offenbar 
die linke Seite der (:;leiehung (8ö.), und das NuUwcrden der 
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rechten Seite der Gleichung (86.) giebt die Verallgemeinerung 
der Poissonschcn Gleichungen von der Form (75.), (7C.) und (78). 
Ist 

l^ = ~-\, \ = ~\, ..., 7c„„_, = -/c,„„ 

sind /«3, fc,, ■■■^\,„ positiv, und sind die absoluten Werthe von 

\i Äj, ..., \m) ^a™+iJ ^2n!+2i ■■■! \ 

alle von einander und von verschieden, so vereinfacht sich (86,) zu 
1 V ^( ?|-^-..+^.,-?^..+^„...,-^,„,+fc,„„fc,^+„?^..,+..--M^O 

^ > i r>((i\-k, -Vi,, -K, +1,, ...,-i^, +;,„, K»+r,K„,^^,...,h^) 

und specieller für A = 2ffi zu 

^ ' ^ ö{g\-\, +h> -h^ +h> ■■■,-L, +ij ~ ' 

endlich folgt für A = 2m = 2n 
(89.) 



^{«,,3. i.,p„r. r.) 

welche Gleichung die genaue Bestimmung des Vorzeichens in dem von Jacobi 
gefundenen und im vorigen Artikel ijevviesenen Lehrsatze entliält. 
Ist 

\ = -h„ li, = -lt, '«„.-. = -*..-., *■■-, = 

sind \, l^,, ■■■,Km-i positiv, und sind die absoluten Werthe der 

l„ \ *,..^,, k, h 

alle von einander und von verschieden, so wird 

,„,, x. a(T|- 1., +t,, -f ;., +i., ..., -t...-., +*.,.-„ t..-„ K.„ K.K, ■■■,h) 
'- ■' ^ d(al-l„ +l„ ~l„ +l„ ■■■,~l„, +L-„ -!,.,+'.,*„+. K) 

worin unter Beibehaltung der übrigen Bezeichnungen die Summation in 
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Bezug auf x sich über alle Wertlie h^^, ^^sm+i^ Km+i' ■■■» % ^^^ jedes 
^amt ^2m+ti '^ani+j! ■■■1^ ™^^ ^^^ Beschränkung 



und unter der gestatteten Voraussetzung 

hm < Km+i < Km+i < ■'• < ^/l 

erstreckt, während in dem Prodncte der Zeiger v immer kleiner als (i ist, 
und jeder der beiden alle die dann noch zulässigen Werthe 2wi, 2m + 1, 
2»H-2, ...,A annimmt. 

Als specieller l"~all folgt aus der letzten Gleichung (90.) noch 



wenn /i:,, Äj, ■■■, ^2m_j alle positiv und von einander, so wie von dem ab- 
soluten Werthe des k^^^ verschieden sind und \^_^ = ist. Für m = re wird 
hieraus 

2.) 

- Kii} cx! "iiJ n' ' " ' ^Ä-i) -CK-ii 1k} nc! m+1! fx+ii •••' am /'«/ 

j-gg 1 '-'VYi' ri! f;' rai ••■> Tü-i' Ti:-i i -"i Tt' Yit+i i Tt+i' ■■■' fn' Tn/ ^_ "Yi 

worin & eine positive Zahl bedeutet. 

Aus der obigen Fundamental-Gleichung (86.) folgt für den Fall, ( 



flftl.<p„'ll„'p„- 


-,♦.-. 


.?!-. 


. -B. Tl. fc«. Tjh-,. ■ 


••,'!'.,?.) 


^d,, fi, ■i,, v„ ■ 


..,t.-, 


,ft-l 


, 9,, Putita Pn„ ■ 


••i2.,?.) 
■.,fc,?.) 





A = 2|» + 1, 7ä,..+, 


= 0, ''..„, = 




i, = -l,, *. 


= -*„ •■■, *,„ = 




ll„ \, K, 


. . . , Jj„, alle positiv, 


ist, auch 






(94.) 


yeM-k.,+K, 


■•■,-*-, +i„,0) e 


i'e(5l-!., +!., 


-.,-!., +C, 0) « 



weil nämlich in der auf die Indiees x sich beziehenden Summe je zwei 
Glieder, welche sich nur in den Factoren 

1 fl^, ^« .J-Ar« ^^i 
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für z^^ = —\,„^,, ■'ts-_, = und zwar durch wccliselseitige Umtauscliung der 
Werthe der Indices y.^^ und z^^^^^ von einander unterscheiden, gleiche absolute 
WerEhe, aber entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Wird )w = n, so entsteht 

ö(5^, (^j, ..., 2„, ?),, 2?2, ...,2)„, dt 

welche Gleichung an Einfachheit der obigen (89.) entspricht. 

Die Poissonschen Gleichungen und ihre Verallgemeinerungen sind 
allein aus der Fundamentalgleichung für die canonische Substitution, näm- 
lich aus 

BS = -E'Dt + -^P!Bq,-^fi'D'^i 

abgeleitet; diese bleibt aber ungcändert, wenn man die Grössen 

+ 8, +E, t, g,, q^, ..., 5„, Vi,p2> ■■■^Pn> 'ki^ '^2^ ■■■r'^n, 'Pil ?s, •■■> f« 
der Reihe nach mit 

-8, --E, t, ^,, 4-2, ..., ''-f„, tp., tp,, ..., <p«, 2,, <!;, ■■; %, PuPi, ■■;P„ 

und dementsprechend die ^-Differentiation mit der 9 - Differentiation ver- 
tauscht. Es lassen sich also aus den hier aufgestellten Gleichungen un- 
mittelbar entsprechende ableiten, welche sich auf die Unabhängigen 

t, 'J'iJ 4*8 7 •■•' 1*11 1 ?!' 9s ) ■■•1 fn 

mit der &- Differentiation beziehen. Unter diesen Gleichungen zeichnen sich 
die vier 

(97.) 
(98.) 
(99.) 
durch ihre Einfachheit aus. 



%,,?■ <l„p„p„-- 


...,f.) ' 
, P., -B) ».E 


8(9,, P, ?.-,,ft-„!h, -B.Sj* 


, (p„, t) U 
,»« S..J>.) 






8(t„9„-.-,fc-..Ti-..fc.T».*l+ 


,<f,+„-..,fc,T.) 
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Die hier zwisciien Functionaldeterminanten aufgestellten Beziehungen 
bilden die Verallgemeinerung derjenigen Differentialgleichungen, welche 
P o i 8 s o n bei seinen Untersuchungen in der Theorie der plauctarischen 
Störungen*) zuerst gefunden hat, und zwar die Verallgemeinerung in der- 
jenigen Form, die sich durch die Anwendung der canonischen Integrale er- 
giebt. Die Ausdehnung der verallgemeinerten Sätze auf beliebige Integrale 
ist nach dem der Gleichung (83.) zu Grunde liegenden Gedanken und mit 
Zuhülfenahme von Gleichung (59.) leicht durchzuführen. 



*) [Poisson, Journal de VEcole Polyteehnitiue, 1809, Cah. 15, p. 266—844.] 
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XVII. 

VBRALLGEMEmERUNa 

DES GAÜSSISCHEN CßlTERIUM FÜR DEN 

QUADRATISCHEN REST -CHARAKTER EINER ZAHL 

IN BEZUG AUF EINE ANDERE. 



[Vorgelegt toh Herm Kummer in der Gesammtsitzung der Königl. Akademie der WiBseMdiaften zu Berlin 
am 22. Juni 1876 und veröffentliclit in den »Monatsberictteni derselben, 1876, S. SSO— 331.] 



Sehr merkwürdig ist es mir immer erschienen, dass Gauss (Disqui- 
sitiones Aritlimeticae, Art. 133)*) von der Eigenschaft einer Zahl, ob 
sie quadratischer E,est oder nicht -quadratischer Rest für eine Primzahl als 
Theiler ist, übergeht zu der Untersuchung eines nicht ganz nahe liegenden 
Rest-Charakters der ersten Zahl für eine zusammengesetzte Zahl als Theiler, 
dass er nämlich diejenige Eigenschaft derselben betrachtet, die sie als nicht- 
quadratischer Rest zu einer geraden oder einer ungeraden Anzahl der gleichen 
und der verschiedenen Primtheiler der zusamraengesetzen Zahl auftreten lässt. 
Der Nutzen 'dieser Betrachtung wird nämlich erst durch die Kenntniss des 
quadratischen Reciprocitäts- Gesetzes oder durch andere auf höherem Gebiete 
Hegende Untersuchungen ersichtlich. Es bietet sich also die Frage dar, ob 
es zwischen den beiden Zahlen nicht eine einfachere Beziehung giebt, welche 
mit jener Eigenschaft eng verbunden ist. Eine solche besteht in der That 



*) [Gauss' Werke, Bd.I, S. 101.] 
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und die dafür gefundene Form erscheint mir um so beachtenswerther, als sie 
eine Verallgemeinerung des von Gauss bei seinem dritten Beweise des qua- 
dratischen Reciprocitäts- Satzes (Theorematis arithmetici demonstratio nova*), 
Gottingae 1808) gegebenen Criterium für den quadratischen Rest -Charakter 
bildet. 

Handelt es sich nämlich um den Ecst A und den Theiler P, 
welclier eine Primzahl oder eine zusammengesetzte Zahl sein 
kann, aber zu 2A als relativ prim vorauszusetzen ist, und stellen 
wir die von Gauss betrachtete Eigenschaft nach der von Jacobi 
so zweckmässig eingeführten Verallgemeinerung des Legendre- 
schen Zeichens durch den Werth +1 oder —1 dar, so wird 

worin fi die Anzahl der negativen Reste bedeutet, welche ent- 
stehen, wenn man von den l'roducten 

1.^, ^.A, Z.Ä, ■■■, ^^-A 

die absolut kleinsten Reste für den Theiler P bildet. 



*) [Gauss' Werke, Bd. II, S, 1—8.] 
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xvm. 
ANALYTISCHE THEORIE DER DETERMINAKTTEK 



Vorgelegt in der Sitzung der Königl. GeseUsctaft der Wissens chaften zu Göttingen am IB, August 1877 

[und veröffentlicht in den »Abhandlungen« derseHjen, Bd. XXII. Mathematische Classe, 8. 3 il. 

Göttingen, 1877.] 
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Einleitung m die analytische Ihetiie der DetPimininten 

Artikel 1 An'ihtisthe Definition der Deteiminaiiteu 

„ 2 GconiPtrisclie Definition 

rf 3 Anah tiBchei AusdiiiLk 

„ 4 Zeilegung in Unterdeterminanten 

H 5 Zusammensetzung der Determinanten 

„ 6 Umiehrung dei Indices Piiie 

„ 7 Umkehrung einzelnei Cjclen 

„ 8 Halbirong dei Cyilen 

„ ^ ZuiiicLf ilirune auf Tacobi's Ki,^otventeu 
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Die von Leibniz im Jahre 1693 zuerst untersuchten, von Gramer im 
Jahre 1750 neu entdeckten, nach der von Gauss im Jahre 1801 für be- 
sondere Fälle gebrauchten Benennung jetzt als Determinanten bezeichneten 
Ausdrücke bilden in ihrer Anwendung auf die Algebra, Geometrie, Zahlen- 
theorie und Änalysis ein so wichtiges und nützliches Hülfsmittel, dass eine 
weniger mittelbare Bestimmung derselben als wünschenswerth erscheint. 

Gramer, Bezout, Vandermonde, Lagrange, Laplace, Gauss, 
CaucJiy, Binet, Jacobi und die meisten der jetzt lebenden Geometer 
haben dazu beigetragen, dieses Gebiet der Mathematik in einer bemerkens- 
werthen Grösse nach verschiedenen Eichtungen hin auszubauen. Auch 
die gewählten Ausgangspunkte sind sehr mannigfaltig. Sie lassen sich im 
Wesentlichen etwa auf folgende fünf zurückführen. Entweder hat man für 
einen vorgegebenen bestimmten Grad, vorzugsweise- für den zweiten und 
dritten Grad den Ausdruck vollständig aufgestellt, und diesen als Determinante 
der weiteren Untersuchung zu Grunde gelegt, oder man hat nach dem Vor- 
bilde von bestimmten sogenannten alternirenden Functionen formal das Bil- 
dungsgesetz der Determinanten beliebig hohen Grades aufgestellt. Andere 
sind von dem Begriffe der geradzahligen und ungeradzahligen Inversionen 
oder Involutionen oder von der angenommenen Eecursionsglcichung zwischen 
einer Determinante beliebig hohen Grades und den Determinanten niederen 
Grades ausgegangen. Hierneben mag die in den folgenden Blatteni ange- 
wandte Definition ihren Platz finden. Sie beruht auf dem Begriffe der gleich- 
artigen und ungleichartigen Folge von Elementen, zwischen denen eine zwei- 
fache Reihung vorausgesetzt ist. 
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Bei der von Pfaff entdeckten (der Berliner Academie der Wissen- 
schaften am 11. Mai 1815 vorgelegten) und von Gauss in den Göttinger 
gelehrten Anzeigen am 1. Juli 1815 (Gauss Werke, Bd. III, S. 231 — 241) 
übersichtlich dargestellten Integrations - Methode treten lineare Gleichungen 
auf, welche in einer besonderen Beziehung zu einander stehen und deshalb 
im Allgemeinen nicht auflösbar sind, wenn die Anzahl der Gleichungen eine 
ungerade Zahl ist. Jacobi hat in seiner Abhandlung (vom 14. August 1827) 
»Über die Pfaff sehe Integrations-Methode*)« (Grelle' s Journal, Bd. 2, 
S. 355) einen Ausdruck gefunden, mit dessen Hülfe diese Gleichungen für 
den Fall einer geraden Anzahl in einfacherer Weise als mit Anwendung von 
Determinanten aufgelöst werden können. Wegen der vielen jetzt schon be- 
kannten merkwürdigen Eigenschaften verdienen diese Ausdrücke mit dem 
Namen Jacobi'sche Resolventen bezeichnet zu werden. Herr Cayley be- 
merkt und beweist in seiner Abhandlung »Sur les determinants gauches»**) 
(Crelle's Journal, Bd. 38, S. 93 vom 1. April 1847), dass die Determinante 
der Factoren in einem solchen System von Gleichungen dem Quadrate jener 
Jacobi'schen Kesolventen gleich wird. 

Neben den so wichtigen Untersuchungen dieses Satzes von den Hen-n 
Brioschi, Borchardt, Scheibner, Baltzer, Veitmann und Mertens 
dürfte der hier folgende Beweis nicht ganz überflüssig erscheinen. Gleiche 
Ansicht glaube ich hegen zu dürfen in Bezug auf den der Form nach neuen 
Beweis für den, von Leibniz in specieller Form gefundenen, von Vander- 
monde im Jahre 1771 und von Laplace verallgemeinerten Lehrsatz über 
die Zerlegung; so wie für den von Bin et und Cauchy im Jahre 1812 ver- 
allgemeinerten Lagrange' sehen Lehrsatz über die Zusammensetzung oder 
Multiplication der Determinanten, 

*) [Jacol)i, Gesammelte Werke, Bd. IV, S. 17—29.] 
**) [Oayley, Mathemaücal Papers, T. I, p. 410—413.} 
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Analytische Definition der Determinante. 

Die Determinante eines Systems von »-mal n Grössen enthält nicht nur 
die Werthe derselben, sondern hängt anch von der Reihenfolge dieser ihrer 
Elemente ab. Das Bildungsgesetz der Determinante lässt sich am ein- 
fachsten aussprechen, wenn man sich eine zweifache Eeihung der Elemente 
vorgenommen denkt. Eine solche wird sehr übersichtlich durch die geo- 
metrische Anschauung, indem man die Elemente in n (etwa horizontale) 
Zeilen und n (etwa vertical stehende) Spalten einreiht. 

Dieser Anordnung entsprechend wenden wir doppelte Indices an und 
versehen jeden Index noch mit einem, Index zweiter Ordnung, um die ana- 
lytischen Ausdrücke für die Determinante in der erforderlichen Allgemeinheit 
darstellen zu können. 

Das System der Elemente soll also auf die Form 



E,„i, E,,.„ . . . E^ , 



(1-) 



gebracht sein. Die beiden Indices h^ 



und h wollen wir hier und in allen 
Fällen, wo kein Missverständniss befürchtet werden darf, nicht noch be- 
sonders durch ein Komma trennen. Die einzelne Zeile mag der Kürze halber 
nach ihrem sie bestimmenden Index h^ und ebenso die einzelne Spalte nach 
ihrem sie bestimmenden Index h benannt werden. In der Richtung, in 
welcher wir die Zeilen lesen, wollen wir den Fortschritt in der Reihenfolge 
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der spalten annehmen, so dass wir in diesem Sinne von Spalten sprechen, 
welche einer anderen vorangehen oder dieser folgen. Die entsprechende Aus- 
drucksweise wenden wir auf die einzelnen Zeilen an, deren Reihenfolge wir 
von oben nach unten fortschreitend annehmen. 

Bei den hier durchzuführenden Untersuchungen kommt es in Bezug auf 
zwei Elemente wesentlich darauf an, ob die Zeile des einen Elementes der 
Zeile des anderen vorangeht oder derselben folgt, und ob die Spalte des einen 
Elementes der Spalte des anderen vorangeht oder derselben folgt. Insbe- 
sondere ist der Umstand von Wichtigkeit, ob ein solches Verhalten der Spalten 
zu einander mit dem Verhalten der Zeilen zu einander gleichartig oder 
ungleichartig ist. Wir werden dieses der Kürze halber so ausdrücken, dass 
wir die Reihenfolge der Zeilen der beiden Elemente mit der Reihenfolge 
ihrer Spalten als gleichartig oder als ungleichartig benennen. 

Von dem vorgegebenen System werden n Elemente entnommen 
und in einander multiplicirt. Zu dem so erhaltenen Producte 
fügen wir den Factor —I noch so oft hinzu, wie für irgend zwei 
dieser n Elemente die Reihenfolge ihrer Spalten mit der Reihen- 
folge ihrer Zeilen ungleichartig ist. Gehören zwei Elemente der- 
selben Zeile oder derselben Spalte an, so tritt noch der Factor 
hinzu. 

Ein nach diesem Gesetze hergestellter Ausdruck ist ein Glied der De- 
terminante, Wir wollen es ein eigentliches nennen, wenn aus jeder Spalte 
und aus jeder Zeile ein Element darin vorkommt. Ein uneigentliches 
Glied dagegen mag es heissen, wenn wenigstens zwei ihrer Elemente einer 
und derselben Zeile oder einer und derselben Spalte angehören. 

Die Summe aller der verschiedenen Ausdrücke, welche sich 
auf je n Elemente des vorgegebenen Systems beziehen und nach 
der vorstehenden Regel gebildet sind, heisst die Determinante 
des Systems und soll durch 

bezeichnet werden. 
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2. 

Geometrische Definition der Determinante. 

Bei der so eben durchgeführten Untersuchung wurden weiter keine 
räumlichen Begriffe vorausgesetzt als diejenigen, welche erforderlich sind, um 
zwei gleichzeitige Reihungen, nach Zeilen und nach Spalten, durchführen 
zu können. Da diese Begriffe durch ganz abstracte, wenn auch in einer 
weniger einfachen Ausdrucksweise, umgehbar sind, so dürfte die Bezeichnung 
als analytische Definition zulässig erscheinen. 

Die Anschauung wird aber noch erleichtert, wenn man das geometrische 
Bild noch weiter beibehält. Besonders vortheilhaft ist es, wenn man die 
Richtung der Spalten nicht genau rechtwinklig zu der Richtung der Zeilen 
nimmt. Um uns in bestimmteren Worten ausdrücken zu können, wollen wir 
die Neigung der Spalten oben nach links und unten die Ausweichung der 
Spalten nach rechts gehen lassen, so dass wir ein System von der Form 

Esjj, E,,ji3 . . . E,,jj,^_j ^h,h„ 



(2.) 



Ei„_, i, E*.»... k^ ■ ■ - E,^_, j,„_, E,j„ 



Efe,i, E(„ 



^h^ki 



erhalten. 

Die n Zeilen denken wir uns geometrisch durch n gerade zu einander 
parallele Linien und die n Spalten durch n gerade zu einander parallele 
Linien so dargestellt, dass diese beiden Systeme von Geraden einander in 
der zuvor angegebenen Weise unter spitzem Winkel schneiden. Die Durch- 
schnittspunkte oder Knotenpunkte des hierdurch entstandenen rautenförmigen 
Netzes bezeichnen wir mit den auf den entsprechenden Stellen befindlichen 
Es t , so dass diese Zeichen jetzt nicht nur bestimmte Wertbe bedeuten, 
sondern auch noch bestimmte Orte angeben. 

Aus je «Elementen des obigen Systems wird das Product 
der Werthe gebildet und dieses so oft mit —1 multiplicirt, wie 
eine gerade Verbindungslinie irgend zweier in dem Producte 
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vorkommender E^^^ und E^ ^^ an ihren beiden Enden die Knoten- 
punkte im stumpfen Winkel trifft. Fällt eine jener Verbindungs- 
linien auf eine der parallelen geraden Linien des rautenförmigen 
Netzes, so tritt noch der Factor Null hinzu. 

Die Summe aller verschiedenen Ausdrücke, welche auf solche 
Weise aus je 7^ Elementen des vorgegebenen Systems gebildet 
sind, heisst die Determinante des Systems. 

3. 
Analytischer Ausdruck für die Determinante. 
Die eigentlichen Glieder der Determinante haben die Form: 
^^,-, ^^.-. ^n,., ■ ■ ■ E^„.„ 

worin die t^,, -q,, tj,, ,.., 7j„ abgesehen von der Reihenfolge 

mit Ä,, Äj, Äj, . . ., \, 

ebenso die Xj , x, , y.^, ..., «„ abgesehen von der Reihenfolge 

mit \, \, \, . . . , 7(!„ 

übereinstimmen. 

Zur Ermittelung des Vorzeichens s = ± 1 ist die Stellung jedes Ele- 
mentes dieses Productes zu jedem anderen Elemente des Productes in der 
doppelten Reibung aller Elemente des ganzen Systems zu berücksichtigen. 

Bezeichnen E .^ und E .^ zwei in diesem Producte vorkommende 
Elemente, so wird, wenn die k^-, \, • ■ ■ •, h^ gleichzeitig mit ihren unteren 
[ndices 1,2, ..,,k wachsende reelle Grossen darstellen, das Element E 
dem E in Bezug auf die Anordnung der Zeilen vorangehen oder nach- 

folgen, je nachdem iy\,„ — t\) positiv oder negativ ist. 

Erfüllen die Ä,, Ä^, . . ., Ä^ aber nicht die eben vorausgesetzte Bedingung, so 
kommen noch die Werthe h^ und h^^ mit welchen t\^ und \^ ohne Rücksicht 
auf die Reihenfolge übereinstimmen, in Betracht. Entspricht nun dem 
grösseren der unteren Indices a und « auch der grössere der Werthe von 
h^ und Ä„, so ist (Ä„— /*„)(« — k) positiv, und die Zeile tj^ wird der Zeile i]^ 
vorangehen oder nachfolgen, je nachdem (v],„ — v; ) positiv oder negativ ist. 
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Entspricht aber umgekehrt dem grösseren der unteren Indices a und a 
der kleinere der Wertlie von Ä„ und A„, so ist {h^—h^){a~~a) negativ, und 
die Zeile -ji wird der Zeile \^^ jetzt vorangehen oder nachfolgen, je nachdem 
{f\^—y\,y negativ oder positiv ist. 

Beide Pälle lassen sich vereinigt so aussprechen, dass die Zeile 7]_^ der 
Zeile Kj^^^ vorangeht oder nachfolgt, je nachdem das i*roduct 

(';,.-v) (*.-*.)(«-«) 

einen positiven oder negativen Werth hat. 

Auf gleiche Weise ergiebt sich, dass, wenn v.^ und x ohne Rücksicht 
auf die Eeihenfolge mit \ und /c, übereinstimmen, allgemein die Spalte x 
der Spalte v.^ vorangeht oder nachfolgt, je nachdem 

einen positiven oder negativen Werth hat. 

Die Elemente E ^ und E ^ werden also in Bezug auf die beiden 
Reihungen, nach Zeilen und nach Spalten, gleichartige oder ungleichartige 
Stellung zu einander einnehmen, jenachdem 

positiv oder negativ ist. Im ersteren Falle tritt der Factor +1, im anderen 
Falle der Factor -1 zu dem ursprünglichen Producto der n Elemente hinzu. 
Auf entsprechende Weise bedingt die gegenseitige Stellung je zweier Ele- 
mente des Productes das Hinzutreten der Factoren +1 oder —1. Würden 
für irgend zwei Elemente t),^, und tj^ oder x,^, und it, einander gleich, so würde 
der Factor Null hinzukommen. 

Um dieses in Formeln ausdrücken zu können, wollen wir das Functional- 
Zeichen 3 i^it der Bedeutung gebrauchen, dass 

^{x) = +1 für 37 >0 

3(ic) = für « = 

3(3^) = -1 für 3;<0 
ist, also 
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Die beiden Elemente E nnd E ^ bedingen nun durch ihre gegen- 
seitige Stellung in einem Producte von n Elementen das Hinzutreten des 
Factors 

Ein Glied der Determinante kann demnach immer in der Form 

» = I " (1)1,,") (".a) iMß) 

dargestellt werden. Die Bezeichnung des Produetes U und ebenso des Vor- 
zeichens 3 soll sich immer auf alle darnach folgende, bis zum nächsten 
grossen Multiplications-Z eichen x auftretende Factoren beziehen. 

In diesem Ausdrucke haben alle v]^, welche gleichen unteren Index l be- 
sitzen, denselben beliebig bestimmten Werth aus der Reihe h^,\,...,h^. 
Ebenso bedeuten alle x^, welche gemeinsamen unteren Index A besitzen, das- 
selbe beliebig bestimmte h^ oder h^ oder . . . h^. 

Für ein eigentliches Glied der Determinante machen die >J,, Vj,) ■ ■-, v]„ 
die ganze Reihe ä^, h^, ••■} K i" irgend einer Anordnung aus, ebenso die 
x , X , . . ., \ die ganze Reihe /c^, h^, •■■■i\ i^i irgend einer Ordnung. 

Für ein uneigentliehes Glied werden wenigstens zwei der vj,, yj^, . . ., tj^, 
oder zwei der x^, x^, ■■■■,\ einander gleich, also enthält das Product 

,n(>)..-'-,j(«..-^), 

welches sich über alle ^^(w — 1) Verbindungen von zwei einander nicht 
gleichenden Zahlen l, 2, 3, ..., h als Werthe der m und y, erstreckt, den 
Factor Null. In den uneigentlichen Gliedern können wir die übrigen Factoren 
daher beliebig wählen; der Einfachheit wegen wollen wir sie ebenso bestim- 
men, wie in den eigentlichen Gliedern. Ursprünglich standen die Werthe der 
a und ß, b und ß mit den Werthen m und ^ in der besonderen Beziehung 
1]^^^ = A^, 7) = h^ oder vj^^ = A^, tj^ = ä„, ferner x^,^ = /Cj, x = h, oder x^ = Ä,, 
x = Ä;^, In Folge des Umstandes, dass eine'Umtauschung von m mit (t oder 
a mit K oder b mit ß keinen EinHuss auf den Werth des Ausdrucks hat und 
in einem eigentlichen Gliedo die 
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abgesehen von der Keilienfolge mit 

K ^'=. ■■■; K, 
ebenso die 

abgesehen von der Reihenfolge mit 

K K, ■■■■ K 

übereinstimmen, fallen in den Producten jene Beziehungen ganz fort. In 
einem eigentlichen Gliede ist also das Product 

über alle -^n(n — 1) Verbindungen von zwei einander nicht gleichen Zahlen der 
Reihe 1, 2, 3, ..., n als Werthe der a und k, ebenso 



über alle -^n{n~l) Verbindungen von zwei einander nicht gleichen Zahlen der 
Reihe 1,2,3,...,» als Werthe der 6 und ^ zu erstrecken. Kehmen wir immer 
0^6, a = ß^ so wird : 

jri/«-«) = ji,(»-«, 

also 

8n,(«-«)'<8^g(S-(i) = +1, 

und wenn wir die Ordnung der Pactoren geeignet wählen, erhalten wir das 
Glied der Determinante allgemein in der Porin 



Die Determinante ist nach der Definition die Summe aller nach der vorste- 
henden Form gebildeten, algebraisch verschiedenen Ausdrücke für 

K> K, ■■■- K 

als Werthe jedes 
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und für 

K, h> ■■■> K 
als Wertlie jedes 

Die algebraisch yerschiedenen Glieder können nach mancherlei Kegeln 
ausgewählt werden. Drei der übersichtlichsten sind wohl diejenigen, welche 
für die Determinante je eine der drei Darstellungen ergeben: 

worin die x^, x^, . .., k,^ abgesehen von der Reihenfolge mit den k^^ /c^, ..., A^ 
übereinstimmen müssen. 

\ b=-.s ß — i x = /s, ); = i m = äfi = i 

worin die Vj^, vj^, ■■•,'fi„ abgesehen von der Reihenfolge mit den k^,h^, . .-, Ä„ 
übereinstimmen müssen. 

[ Jj = 2 ß = 1 -'■* 1,"J Vj = ?i, -.1 = 7i| V = 1 Mi = 2 (t = 1 

Hier bedeutet 2 " ^^'^ w-fache Sumraation, in welcher jedes 

7]^, Tjg, ..., Y)„ alle Werthe Ä,, Ä^, . .., Ä^, durchläuft, ebenso 2" "^i^ *^" 

fache Summ ation, in welcher jedes z,, x^, . . ., x^ alle Werthe k^,\, ■■■iK 
durchläuft. 

Der erste Ausdruck enthält «"' Summatioiis-Gliedcr, diese verschwinden 
aber bis auf die 

1.2.3 ... n = n{n) 

eigentlichen Glieder, für welche die -/j^, -/]^, ..., \^ den sämratlichen Ä^, A^, ..., h^ 
gleich werden. Das entsprechende gilt von dem zweiten Ausdrucke. 
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Der dritte Ausdruck enthält «"" Sumraations-Glieder, welche bis auf 

n{n).n{n) 

eigentliche mit dem Divisor n{n) versehene Glieder verschwinden, für die 
letzteren werden die %, \, ■■■■,'ri„ den sämmtlichen ä,, Ä^, ...,Ä^ und die -/ , 
K^, ...,x^ den sämmtlichen le^,\, •■■t\ gleich. Von diesen bestehen bleiben- 
den Gliedern sind immer diejenigen Il(n) einander gleich , welche dieselben 
Factoren 

aber in verschiedener Reihenfolge, enthalten. 

Die Definition der Determinante berücksichtigt die Reibung der Elemente 
nach Zeilen in gleicher Weise wie die nach Spalten. 

Die Deteriüinante bleibt also ungeändcrt, wenn für ein Sy- 
stem von Elementen die ßeihung nach Zeilen mit der Reihung 
nach Spalten umgetauscht wird, oder die Determinante 



'h,k^ 



^h, t. 



ist identisch mit der Determinante 



was auch unmittelbar an den obigen analytischen Ausdrücken hervortritt. 
In der Bezeichnungsweise 

E(Ä„Ä,, ...,Ä„ ] k^,k„ ...,kj 

unterscheiden wir deshalb im allgemeinen Eallc jene beiden Formen nicht. 
Um aber den Ausdruck eine bestimmtere Vorstellung hervorrufen zu lassen, 
legen wir, wenn nicht das Gegentheil besonders hervorgehoben wird , die 
erstere Form zu Grunde. 

38* 
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Betrachten wir in einer Determinante zwei eigentliche Glieder, welche 
dadurch aus einander hervorgehen, dass man nur die ersten Indices zweier zu 
beliebig bestimmten Spalten ft und k^ gehörenden Elemente mit einander um- 
tauscht, so ist aus der Definition zunächst unmittelbar klar, dass man bei 
fest gewählten h und \ eine bestimmte vollständig paarweise Anordnung aller 
eigentlichen Glieder der Determinante erhält. Die beiden zu einem Paare 
gehörenden, durch Umtauschnng zum Beispiel der beiden ersten Indices h 
und h aus einander ableitbaren Glieder erhalten durch die Vorzeichenbestim- 
mung entgegengesetzte Vorzeichen. In der 'i'hat sind in den beiden Gliedern 



E, , E, , , welche in dem anderen Gliede vorkommen. Jedes andere in 
den Gliedern vorkommende Element gehört nun entweder erstens zu einer 
den beiden Zeilen k und h vorangehenden Zeile oder zweitens zu einer 
zwischenliegenden Zeile oder endlich drittens zu einer den beiden Zeilen h 
und h nachfolgenden Zeile. Im ersten und dritten Falle hat das Element zu 
E, , und E. , gleichnamige Stellung, ebenso zu E, , und E, , a-leieli- 
namige Stellung. Im zweiten l'alle hat das Element zu E, , und E. , 
ungleichnamige Stellungen, ebenso zu E , und E, ungleichnamige Stel- 
lungen. Das dem ersten oder dem dritten Falle angehörende Element liefert 
also in den beiden Gliedern eines Paares gleich viele Factoren — 1. Jedes dem 
zweiten Falle angehörende Element liefert den Factor — 1 in ungleicher, aber 
sich nur um eine gerade Zahl unterscheidender Anzahl für die beiden Glieder. 
Es bleibt daher nur noch die Stellung von E, , zu E, , und die von E^ , 

zu E, , in Betracht zu ziehen; diese beiden sind aber einander entgegen- 
ftpß|, ■ " 

gesetzt, und daher liefert die Vor z eich enbestimmung- für die b'^idcn Glieder 

eines Paares das einander Entgegengesetzte. 

Ist nun für zwei beliebig bestimmte q und t|j und für jedes jo = 1, 2, 3, .. ., ?* 

immer 

\\ = %*!' 

so annulirt sich jedes zuvor angegebene Glioderpaar. Die Determinante ver- 
schwindet also, wenn die entsprechenden Elemente zweier Spalten einander 
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gleich werden, ebenso wenn die entsprechenden Elemente zweier Zeilen ein- 
ander gleich werden. Wir können dieses auch in dem Satze aussprechen : 

Die Ausdrücke auf den rechten Seiten der obigen Gleichun- 
gen (4,) (5.) (6.) stellen den richtigen Werth der Determinante 
auch dann dar, wenn unter den Indices h^, k^, . . . , h^ sich gleiche 
befinden, ebenso wenn einige der h^,\^ ...^\ einander gleicii 
werden. 

Oder in 1'"' o r m e 1 ausgedrückt; Es wird 

(7.) E(Ä,, /(,, ..., h„ I k„ fc„ ..., /O = 0, 

sowohl wenn in der Eeibe der h^, h^, ■■■, h^ oder in der Reihe der 
ft,fe,..., /c^ gleiche Werthe auftreten, als auch wenn für zwei be- 
liebig bestimmte p und m 

\h = \h '" 3=1.=^ ■■•.". 

oder wenn für zwei beliebig bestimmte q und tj' 

^h k =^ Eft fc, fü^ p=^l,2,...,n ist. 

Mit Hülfe der Gleichungen (4.) (5.) (0.) kann man, wenn man statt 
der beiden Werthesysteme A,, A^, ..., Ä^ und \i\-,---,\ zwei andere, von 
jenen aber nur durch die Reihenfolge verschiedene Werthesysteme I|^, \^ .,,, \)^ 
und ! , !. , ..., f anwendet, unmittelbar die Beziehung zwischen Determinanten, 
welche sich nur durch die Reihenfolge der Indices unterscheiden, in der Form' 

j E(5.,..., 5.1 (.,..., I.) 

''*■' j = E(*., ..., '.„ I '•■„ •-.ys'n" "H"(i!..-w(i..-i,.) (*..-*,.)(*..-'',) 

aufstellen. Mit Hinzuziehung des gefundenen Satzes über das Verschwinden 
von Determinanten ergiebt sich, dass die Gleichung (8.) auch richtig bleibt, 
wenn mehrere der 1^ oder mehrere der ! gleiche Werthe annehmen. 

Die Gleichung (8.) gilt demnach unter der Voraussetzung, 
dass die 

^,, I)., ■■■, K 
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keine anderen Wert he haben als solche, welche in der Reihe 
vorkommen, und ebenso dass die 

keine anderen AVcrthe haben als solche, welche in der Reihe 

K, h, ■■', K 
vorkommen. 

In den Gleichungen (4.), (5.), (6.) kann man die Vorzeichen -Factoren 



^M. uOh'h')(''''-^)i'-^-^-i<) 



wenn h^,h^,...,h^ unter sich und auch \, Jc^, . . . , k^ unter sich verschieden 
sind, durch die mit denselben beziehungsweise ausgeführte Multiplication 
von der rechten auf die linke Seite bringen. Wendet man dann auf die so 
gebildeten linken Seiten der aus (4.), (5.), (6.) entstandenen Gleichungen die 
Formel (8.) an, so werden diese linken Seiten der Reihe nach 

■B:ih„K,...,K I y-,, ■-'=,.■■, 03'n ^^n''(^'^"^^) 
E(v]„vi„...,vj„ I fc„/.,,...,?03^'n "ijlh-^^ß) 

Untersucht man hierfür die oben bei Gleichung (7.) betrachteten Fälle 
des Verschwindens von Determinanten, so erhält man den Lehrsatz: 

DieGleichung(4.) gilt, wenn die x,, x^, ...,x^ abgesehen von der 
Reihenfolge rait den l'^, k^, ...,Jc^ glciclie Werthe haben. Nimmt man 



Hosted by 



Google 



ANALTTISCHK THEOKIE DEK DETERMINANTEN. 303 

aber von der rechten Seite der Gleichung (4.) den Factor 

s'n ^^n"{''.-*f)(''.-'',)(».-«,) 

fort und fügt ihn auf der li.uken Seite hinzu, so entsteht eine 
Gleichung (4.*), welche immer dann gilt, wenn die x^, x^, ..., x^ keine 
anderen als die in der Reihe \, \, • ■ ■ , k^ vorkommenden Werthe 
haben; es sind also auch gleiche Werthe in der Reihe x^, x^, ,, ., k^ 
zulässig, selbst wenn die k^, P:^, . . . , k^ sich alle von einander unter- 
scheiden. 

Die Gleichung (5.) gilt, wenn die tj^iTJ^, ...,Tfj|j abgesehen von der 
Reihenfolge mit den A^, A^, ..., A^^ gleiche Werthe haben. Nimmt man 
aber von der rechten Seite der Gleichung { 5 , ) den Factor 

fort und fügt ihn auf der linken Seite hinzu, so entsteht eine 
Gleichung (5.*), welche immer dann gilt, wenn die tIj,-»]^, ...,7j^ keine 
anderen als die in der Reihe k^, h^, .,,, k^^ vorkommenden Werthe 
haben; es sind also auch gleiche Werthe in der Reihe tj^, \, ..., v]^ 
zulässig, selbst wenn die h^, h^, ..., h sich alle von einander unter- 
scheiden. 

Aus der Gleichung (6.) entsteht eine richtige Gleichung (6-*), 
wenn man den Factor 



von der rechten Seite fortnimmt und ihn auf der linken Seite 
hinzufügt. 

Alle Gleichungen (4.), (5.), (6.), (4,*), (5.*), (6«) behalten ihre 
Gültigkeit, wenn in der Reihe h^,h^,...,h^ gleiche Werthe vor- 
kommen, ebenso wenn in der Reihe k^,k^,...,k^ gleiche Werthe 
auftreten. 
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Zei'legung der Determinante in Unterdeterminanten. 

Hat man eine n-faehe Summation, welche sich auf die reihenden Grössen 
x,x,...,x, deren jede die sammtlichen Werthe \j\,...,k^ durchlaufen soll, 
bezieht, so kann man die Summation zunächst über einen Theil Eijt^'---!^» 
der Grössen Ä , fc , . .., /i:„ als Werthe für jedes x^, x^, - ■■, \ und zugleich eben- 
falls über einen Theil !^_^,, t^^^, ..., f„ der Grössen \, \, .-■, Ä„ als Werthe für 
jedes X , x , ..-, x ausführen. Es bleiben dann nur noch zwei Summationen 
übrig. Die eine Summation bezieht sich auf die f^, !^, .. ., !^, welche alle 
Verbindungen von je v verschiedenen und gleichen, der Reihe der Grössen 
k,Jc,...,Jc entnommenen und nach einem beliebig gewählten Gesetze, zum 
Beispiel nach der Grösse geordneten Werthen durchlaufen. Die andere Sum- 
mation bezieht sich auf die f^^^, f^^^, ..., !^, welche alle Verbindungen von je 
)i_v verschiedenen und gleichen, der Reihe der Grössen Jc^,k^,...,\ entnom- 
menen und nach einem beliebig gewählten Gesetze geordneten Werthen durch- 
laufen. 

In dem vorliegenden Falle verschwinden alle Summations-Glieder, für 
welche zwei oder mehr der !,, fj, ■•■,,% einander gleich werden; es kann da- 
her die vorletzte Summation über die nach beliebig gewähltem Gesetze ge- 
ordneten Ij, fj, ■■■, !^ durch M von einander unabhängige Summationen, deren 
jede über alle \,\, ■■■i\ zu erstrecken ist, ersetzt werden, wenn man dabei 
in Rechnung bringt, dass jedes zuvor einmal auftretende Glied jetzt i7(v)-mal 
vorkommt. 

Die entsprechende Umformung verwandelt die Summation, welche sich 
auf die mit einander verbundenen !,+,)■■-,(„ bezieht, in n — v von einander 
unabhängige Summationen, deren jede über alle 1i^, ft^, .,., Ä^ auszudehnen 
ist, wenn man noch den Divisor n{n~v) hinzufügt. Auf diese W^eise kann 
man in unserem für die Determinante gegebenen Ausdrucke (5.) 

[ E(/*,,7*,,...,A„ I /c,, &,,... ,/0 
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die n- {stehe Summation 
durch 

X^ = [, X, = f„ 

2 s s s 

(f„...,f,)(W.,...,W^. = t. -^-w. 

oder, mit erforderlicher gleichzeitiger Hinzufügung des auf jedes Summations- 
glied sich beziehenden Factors _ , auch durch 



(10.) 



für 

c= l,2,...,v, e = v + l,v + 2,...,n 

ersetzen. 

Um in den einzelnen Gliedern die Factoren, welche sich auf i^,f^, ■■-!'E„ 
beziehen, von den auf J^,^^, ..., i^ bezüglichen zu trennen, bemerken wir, 
dass 

n n (%-^j= n n («^-v^ n , n (■^^-^6)x n ni^-\) 

ist. In dem letzten zweifachen Prodncte durchlaufen u und u ihre Werthe 
ganz unabhängig von einander; diese können also beliebig geordnet werden, 
und es ist auch 

(11.) Jn"_°n'(«„-«o) "."n'^j'n'c»-'-)- 

Wendet man diese Umformungen auf den für die Determinante oben ge- 
gebenen Ausdruck (9.) an und zieht bei den einzelnen Sunimationen die für 
dieselben gemeinsamen Factoren aus den Gliedern heraus, so entsteht 



Hosted by 



Google 



306 ANALYTISCHE THBOEIE DER DETEBSIDfAKTEN. 

E(*„ ...,*. j 7t y 

s_»?_i-i ^^ ^^^^ ^^^^^ 1 i^^t i^.,^ "n" °n'('.-y 

h — a |J = 1 r r r ■'■'1,''; ■'■'1." VJ { — ft^ U,^v + lu = l 

x'°l,'"'riX» xs'n' ' n~('j,-«,) 

Die letzten beiden hier auftretenden Summen, die w-fache für z^, ..., x , ..., x^ 
und die n — v- fache für x^.^^, ..., x^, ..., x^ sind, wie leicht zu sehen, zufolge un- 
seres für die Determinante gegebenen Ausdruckes (5.*) beziehungsweise gleich 

E(i i.ii,.--,y8''n"'lf"(ij,-y 



E(>i.„, ..., >j. [ 1., , '.)3^_n_^ j n^,('ä-'t'- 

Führt man diese sogenannten Unterdeterminanten in obigen Ausdruclt 
(12.) ein nnd zielit alle Factoren von der Form (f^—!,,) zusammen, so er- 
hält man 

/ E (*,,..., S,. I i, i.) 



(13.) ■ 



{ x',^"'E(>i„...,vi,ii. i,)E(,,, ,.it„„...,t.)3"n['lf~'(t--w 

für solche Werthe der tj, welche abgesehen von der KeihenfoliJe mit den 
h übereinstimmen, was wir kürzer durch 

I li.vi„...,^J = |Ä„Ä,, ...,AJ 
ausdrücken wollen. 

Die w-fache Summation ergiebt hier formal n" Glieder, von welchen in 
Folge des Verschwindcns des letzten Vorzeichen-Produetes für gleiche f„ und 
t^ nur n{n) bestehen bleiben; von diesen sind wieder je UM Gliedei welche 
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sich nur durch die Keihenfolge in den Werthen der f^, f^, .-.,1^ unterscheiden, 
und ferner wieder je n{n—v) Glieder, welche sich nur durch die Üeihenfolge 
in den Werthen der t^^^, J^+,, ■■■,?„ unterscheiden, einander gleich. Reducirt 
man diese einander gleichen Glieder mit Hülfe des Divisors /r(v) .i7(w— v), 
so bleiben jj/ -)n( ■- i Glieder. 

Die letzteren können auch für sich dargestellt werden, wenn man in 
/ E(/i„...,^„| k^,...,kj 

(14.) 1 = Blu/u\h~h^)ih-k^)(ri,-ri^) 

für 

h„...,i,,„.,.,7]J = |ft,,...,7^,...,/*J, !f,,...,f.,...,fj = | /.,...,/..,. ..,/.„! 

die Summation über alle die mit den vorstehenden .Bedingungen verträg- 
lichen Werthe Ä, ..., k^ für die f^, ..., f^. ausdehnt. 

Die entsprechende Behandlung des für die Determinante gegebenen Aus- 
druckes (4.) würde die Form 

/ E(Ä„...,Ä„ ] Jc„ ...,K) 



(15.) 



\ l) = \ «i = S fl = 1 

für 

ergeben haben, zu welcher die reducirte Porm auch leicht aufgestellt werden 
kann. 

Die hier durchgeführte Zerlegung einer Determinante in eine Summe 
von Gliedern, welche die Producte von zwei zusammengehörigen Unterdeter- 
minanten sind, lässt sich fortsetzen auf die einzelnen Unterdeterminanten, 
hätte sich aber ebenso leicht unmittelbar hierauf erstrecken können. 

Um die allgemeine Form zu erkennen, wird es- genügen, den 
Fall der Zerlegung in Producte von drei Unterdeterminanten der 
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Ordnungen v, k — v und n — l anzugeben: 
E(S, 4, I i,, ...,i.) 

' ^S ''ril*.-»p)(*.-*p)(«.-»,) 

(!«■) { XSE(5. »„I «.,..., «.)Eft,„ fet«.«, •••,»i)E«„ «.|»H ».) 



IE«,« fet«.«,---,»i)E«„„. 


■..«.I».«. 


x8"n 'nf(5. 


-i), 


,,x,.| = |J„. ..,*„...,*, i.l 




■>6.l = !* » *i *.l 




5. <:...<: (),_.-= 6, 




: E)^^, <-..<: ^^„1 -=: Ij;, 




t)i+,-=-..-=tl.-,-=I).- 





Die Summation erstreckt sieh über alle mit den letzten Bedingungen 
verträglichen Werthe Ä^, Ä^, . . ., ä^, . . ., ä^, . . ., A^ für die reihenden Grössen 

5.,i,..-,5 ,t)„---,i 

Nimmt man in der Gleichung (15.) für v den Werth 2, ersetzt die 
Determinanten zweiten Grades durch ihre Ausdrücke und reducirt die rechte 
Seite der Gleichung anf die geringste Anzahl bestehen bleibender Glieder, 
so erhält man 

worin z^, x^, z^, x^, . . ., x^ abgesehen von der Reihenfolge mit den Werthen 
^if \^ ^3' ^ii ■■"' '''n übereinstimmen und worin die Summation sich über alle 
diejenigen Werthesysteme für ^j, ^^, fi^, ^^, ..., ^^ erstreckt, welche abgesehen 
von der Reihenfolge mit Ä,, Ä,, h^, h^, ..., h übereinstimmen und zum Beispiel 



die Bedingungen 



erfüllen. 
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Die Formel (t7.) bildet die Ausführung der zu Ende des Artikels 3 
angegebenen paai-weisen Zusammenstellung der eigentlichen Glieder der 
Determinante. Es folgt aus ihr, wie auch dort schon gefunden worden ist, 
dass die Determinante verschwindet, wenn für jedes Äj, Ä^, ■.-, Ä„ als Werfch 
des ^ die Gleichung 

erfüUt ist, worin also x^, z^ zwei beliebig bestimmte Werthe aus der Reihe 
K^K^ ■■■fK bedeuten. Auf gleiche Weise, wie man hier das Nullwerden der De- 
terminante erkennt, wenn die in zwei Spalten auftretenden einander entsprechen- 
den Elemente einander gleich werden, scMiesst man auch aus der für v ^ 2 
durchgeführten Entwickelung der Formel {14.}, dass die Determinante verschwin- 
det, wenn die entsprechenden Elemente zweier Zeilen einander gleich werden. 

Mit Hülfe dieses Satzes kann man ebenso, wie es in Artikel 3 mit den 
Gleichungen (4.), (5.), (6.) ausgeführt ist, die verallgemeinerten Umkehrungen 
der Formeln (13.) bis (16-) aufstellen, und erhält den folgenden Lehrsatz. 

Nimmt man in den Gleichungen (13.) und (14.) den Factor 

von der rechten Seite fort und fügt ihn auf der linken Seite hinzu, 
so erhält man zwei Gleichungen (I3*.) und (14*.), deren Gültigkeit 
nicht, wie bei (13.) und (14.), erfordert, dass die Werthe der 
^u ^s5 ■■■! ^„ abgesehen von der Reihenfolge mit den h^, k^, ..., k^ 
übereinstimmen, sondern nur voraussetzt, dass die yj^, tj^, ..., V]„ 
keine anderen Werthe haben als solche, welche in der Reihe 
K> Kl ■•■> K vorkommen; es können also auch beliebig viele der 
7),, ..-,■>)„ einander gleich sein. 

Nimmt man in den Gleichungen (15,), (16.), (17.) den Factor 

von der rechten Seite fort und fügt ihn auf der linken Seite hinzu, 
so erhält man drei Gleichungen (15*.), (16*.), (17*.), deren Gültig- 
keit nicht, wie bei (15.), (16.), (17.), erfordert, dass die Werthe 
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derx,x,..., z abgesehen von der Reihenfolge mit den fe^, ft^, . . ., fe^ 
übereinstimmen, sondern nur voraussetzt, dass die x^jX^, ..., z^ 
keine anderen Werthe haben als solche, welche in der Keihe 
h ,h , ...,h vorkommen; es können also auch beliebig viele der 
x^, x^, ..., K^ einander gleich sein. 

Die Gleichungen (n.) bis (17.) und (13*.) bis (17*.) sind auch 
auf die Fälle theilweise einander gleicher ä^, Ä^, ..., A^ oder theil- 
weise einander gleicher Ä!^, ft^, . .., Ä^ anwendbar. 

Die Ableitung der Formeln (13.) bis (16.) und (13*.) bis (16*.) zeigt, 
dass diese für i» = 1 richtig bleiben, wenn man unter der Determinante 
eines Elementes das Element selbst versteht. Die Gleichung (15.) 
ergiebt auf solche Weise, wenn man sie, wie bei dem Uebergange von der 
Gleichung (13.) zu (14-), auch noch auf die geringste Zahl von Gliedern 
zurückführt, 



/ E(Ä,,..., A„| \,...,\ 
(18.) { 






X 2 Ei E(^„...,&Jx„...,xJ8 n «M-y, 

und diese liefert wieder durch die schon mehrfach behandelte Umkehrung 

E(ft,,...,AJfc„...,/03 n" ll \h-'h^)ih-J^?){^i,-^-?) 
(18*.) / , ^^ ^^^^ 

\ = 's X-'^.^t^- ■■- ^x 1 "'■■"■•■' ^Ja^nV-^J. 

Die Gleichungen (18.) und (l8*.) setzen 

voraus; ferner muss für (18.) auch 

sein, während für (l8*.) genügt, dass die x,, x^, ..., x^ keine anderen Werthe 
haben als solche, welche in der Heibc k ,k, .. .,k vorkommen. Nimmt man nun 
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K, = z^, 2-^A^n, SO geht (18*) in 

(18**.) =''^\.,-E.(i)„...,l)„\-^.,...r\)s'''u{K-W für 2<A<« 
%^h, m = a 

Über. 

Aus den Gleichungen (18*.) und (18**.) ergiebt sich unmittelbar die 
bekannte Anwendung der Determinanten zur Auflösung von n linearen 
Gleichungen, deren (i^ als Factor der v"" Unbekannten die Grösse Ej^^^ 
enthält. 

Multiplicirt man die Gleichung (18.) mit f^, jede der n~l Gleichungen 
(18**.) mit f^ und mit einem geeigneten Vorzeichen -Factor und addirt dann 
die entstandenen Gleichungen, so erhält man: 

E(ft„ ...,K I K, ■■■,K)fi 

(19.) \ &-2 ^ = 1 ' ' ' 



Liese Gleichung (19.) stellt für f, = 1 den Satz dar, dass der Werth 
einer Determinante ungeändext bleibt, wenn man zu den Elementen in einer 
Spalte X die mit einem geraeinsamen Factor multiplicirten entsprechenden 
Elemente in eineT andern Spalte x^, für A > 1, hinzufügt. 

Besteht für die in je einer der Zeilen 

vorkommenden Elemente eine gemeinsame homogene lineare Gleichung 

(20.) %i.^h = ^' 

so ergiebt die Formel (19), weil x^ einen beliebigen der Werthe /«,, Ä,, ■■■,\ 
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bedeuten kann, den Satz, dass die Determinante des ganzen Systems der 
n.n Elemente für diesen Fall zu Null wird. 

Ebenso erhält man die entsprechenden Sätze, welche sich auf Zeilen 
und Spalten an den Stellen, wo hier Spalten nnd Zeilen in Betracht kamen, 
beziehen. 

Der dem letzteren Satze entsprechende würde derjenige sein, der die 
Determinante eines Systems linearer Gleichung, welche von einander linear 
abhängen, zu Null werden lässt. 



Zusammensetzung der Determinanten. 

Bei verschiedenen Anwendungen der Determinanten, namentlich bei der 
Zusammensetzung von linearen Transformationen, treten Determinanten von 
Elementen Gj^^ auf, welche für jeden Werth 1, 2, 3, ...,« des h und des k 
in der Porm 

(21.) G;,,. = J™E,,,F,,, 

dargestellt werden können. 

Unser Beterminanten- Ausdruck (6.) ergiebt für die aus den Elementen 
Gs,j gebildete Determinante 

l G(l, 2, ...,« I 1,2, ...,«) 

worin die eine ;;.-faehe Summation sich auf alle Zahlen l,2,...,y( als Werthe 
für jedes '/) i '0 » ■■■» i!« "id. die andere n-fache Summation sich auf alle Zahlen 
I, 2, ..., n als Werthe für jedes v,^, x^, ..., \ bezieht. 

Nach Einsetzung der obigen Summen (21.), welche je einen besonderen 
reihenden Buchstaben \ erhalten sollen, wird 



G(l,2, ...,n 1 1, 2, ...,«) 



(23.) 



's^'^nT s""'E^,;.,.FvJx3n" n k->)('<.-''-^). 
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Führt man zuletzt die »-fache, auf jedes A^, A^, .-., A^ mit den Werthen 
1, 2, ..., m sich beziehende Summation aus und trennt die Faetoren auf ge- 
eignete Weise von einander, so erhält man 

G(l, 2, ...,n \ 1,2, ...,n) 

Hierin ist zufolge unserer beiden ersten Ausdrücke (4.), (5.) für die 
.Determinante 

j^ _^n^*V.x8jn ^n (»i-»,) =]?(».,i„...,i.ii, 2, ...,«), 

wenn wir die aus den Elementen F^ gebildete Determinante auf analoge 
"Weise bezeichnen wie die aus den Elementen E^ gebildete Determinante. 
Diese Determinanten sind nur dann eigentliche, wenn m nicht kleiner als n 
ist; wird aber m kleiner als «, so sind die Seiten dieser beiden Gleichungen 
identisch Null, 

Die obige Gleichung (24.) iasst sich also in der Form 

/ 0(1,2, ...,n I 1,2, ...,n) 

(25.) j 1 ;i-m,„, 

= —^ 2 E(l, 2, ...,?J I A., Aa, ...,4}F(A„ A,,..., A„ I 1, 2 n) 

\ JJW 1 = 1 

darstellen , worin wie zuvor die n - fache Summation sich über die sämm t- 
lichen ganzzahligen Wertlie ], 2, ..., m für jedes A^, A^, ■ ■■, A^ erstreckt. 

Gehen die A , A , . . ., A von einem Werthesystem zu einem anderen 
über, welches sich von dem ersteren nur in der Reihenfolge der Werthe 
unterscheidet, so können 

E(l, 2,...,« I A,, A,, ...,A„) und F(A,, A,, ...,A„ | 1, 2,...,n) 
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nur ihre Vorzeichen ändern und nur beide gleichzeitig, so dass also das Pro- 
duct aus beiden Determinanten ungeändert bleibt. 

Werden zwei oder mehrere der X^, A^, ■■■, ^„ einander gleich, so ver- 
schwinden jene Determinanten. In der /^-fachen Summe der Gleichung (25.) 
werden also immer i7(n) solche Glieder einander gleich, |welche isich nur 
durch die Reihenfolge der Werthe der ?.^, \, ■ ■ ■) ^„ von einander unter- 
scheiden. Durch Ausführung der angedeuteten Division mit }l(n) ergiebt sich 
also für die Zusammensetzung von Determinanten; 

(26,) G(l,a,...,M|l,2 K) = 2E(i,2 K[;i,,A„...,;iJF(A„A,,...,A„|l,2,...,n), 

worin die Summation sich in der Weise auf die von einander verschiedenen 
Verbindungen von je n verschiedenen Zahlen aus der Iteihe 1, 2, 3, ..., m als 
Werthe für die Z^, J.^, ..., l^ bezieht, dass verschiedene Reihenfolgen nicht 
als verschiedene Verbindungen gerechnet werden. Zum Beispiel kann man, 
wenn n nicht grösser als m ist, immer A^ -=: A^, <:.,,<: A^ voraussetzen, 
lur m = n vereinfacht sich diese Gleichung zu 

(27.) G(l, 2,...,jj|l, 2,...,w) = E(l, 2,...,tt| l,2,...,n)F(l,2,...,n\l,2,...,n). 

Hätte man statt (21.) die Gleichungen von der Form 

(28.) A„,j- j"'k,,,F,., 

(29.) B,,, = J™E,,,i\, 

. (30.) c,., = s' E;„irj., 

als Ausgangspunkte gewählt, so würde man statt (26.) die in demselben 
Sinne zu verstehenden Gleichungen 

(31.) Ä(l, ..,,« ] l,...,n) = SE(A., ,..,AJ 1, ..., «)F(A„.,.,AJ 1, ..., n) 

(32.) B(l, ...,m I !,...,«) = SE(1. ■■■'" I ^1- ■■-.^«)^(1, •■■,'^ \k,---,K) 

(33.) C(l, ..., n I 1, ,.., n) = 2^('^.' ■■■' ^« 1 ^> ■■■' *»)^(1' "■' ^ I ^^'•■■' ^") 

für die drei aus den A, aus den B und aus den C als Elementen gebildeten 



Hosted by 



Google 



ANALYTISCHE THEORIE DER DETERMINANTEN. 



Determinanten erhalten haben. Fttr m = n werden diese auch mit dci' aus 
den Elementen G gebildeten Determinante (27.) gleichen Werth annelinicn. 



Umkehrung der Indiees-Paare. 

Durchlaufen in einem System von n-n Elementen E^ j^ , f* =^ I, 2, ...,n 
und V = 1, 2, ..., n, die ersten Indices h^, h^, ■•■■, ^^ dei' üeihe nach dieselben 
Werthe wie die zweiten Indices k^, k^, ■■■,\, ist also 

(34.) Aj = }Cf_ für A = 1, 2, ..., n, 

so bestehen zwischen den Producten, durch welche die Vorzeichen der ein- 
zelnen Glieder in der aus den gegebenen Elementen gebildeten Determi- 
nante bestimmt werden, mehrere sehr einfach erkennbare Identitäten. 

Den sich selbst erledigenden Fall, dass in der Reihe der h und also 
auch in der Reihe der k unter sich Gleiche vorkommen, schliessen wir hier 
von der Untersuchung aus. 

Das oben aufgestellte allgemeine Determinantenglied (3.) 

sln/ny',-Vih-h)><'S\.,><s'ul''W'h.. .-%)(:'. ,-■',) 

vereinfacht sich bei der jetzt gemachten Annahme, weil das von der Reihen- 
folge der Werthe des k und k abhängige Vorzeichen - Product der positiven 
Einheit gleich wird, zu der Form 

(36.) °n ^'«'s^^'IÖ" " nf(i.-i,)(v-«,). 

Für nicht zu Null werdende Vorzeichen -Producte sind die v]^, ..,,7]^ abge- 
sehen von der Reihenfolge gleich den h^,--.,h^ und ebenso die x,, ...,x^ 
abgesehen von der Reihenfolge gleich den k^, •■•,k^] nach der Voraussetzung 
der Gleichungen (34.) werden also die vj^, -.., T!)„ abgesehen von der Reihen- 
folge gleich den x,, ..., x„. Mit Benutzung der oben bei Gleichung (13.) 
angewandten Bezeichnung können wir dies auch durch 

(36.) I,,,..., ,.] = ]*.,. ..,4,1, |«„...,,.| = |i„...,i,I, ],, ,.| = |», xj 

darstellen. 
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Steht nun zu dem obigen Ausdrucke (35.) der nach derselben Vorschrift 
gebildete Ausdruck 

(3'-) 'nEs.,.x85^ "n\i,-%)(t.-v 

in der Beziehung, dass 

(38.) Ijj = -/.j, fj = 7)^ für A == 1, 2, ..., n 

wird, so haben offenbar die Vorzeichen -Produete in den beiden Ausdrücken 
(35.) und (37.) einander gleiche Werthc, 

Die beiden Ausdrücke werden aber nur dann algebraisch einander 
gleich, stellen also nur dann ein einziges eigentliches Glied der Determi- 
nante dar, wenn es zu jedem Indices-Paare (ri^^, x,) ein ihm gleiches Indices- 
Paar (1^^., I^) giebt. 

Mit Rücksicht auf die Voraussetzung (38.) müsste es dann also zu je- 
dem Indices-Paare (vj^, x^) ein solches (t]^_, k ) geben, dass tj^ = x und 
^x = \ ist. 

Ein solcher Umstand bildet einen besonderen fall zu dem allgemeineren, 
dass eine Eeihe von Werthe -Paaren 

(39-) {-ni,, ■%)> (X' '''0' ■ ■ ■' (%-!' %~i)' t%' %^' 

welche die Gleichungen 

(40.) Kj^ = yii^, -^x^ = lij, ■■-, %_, = n^p, «(, = fii, 

erfüllen, auftritt. 

Eine Reihe mit dieser Eigenschaft wollen wir einen Cyclus 
von Werthe- oder Indices-Paaren nennen. 

Ist in jener Reihe p die kleinste Zahl, welche das zugehörige it, gleich 
einem t]^ für <f^p werden lässt, so mag der Cyclus ein einfacher heissen 
im Gegensatze zu einem zusammengesetzten. 

Die Zahl p giebt an, aus wie viel Werthe-Paaren der Cyclus besteht, und 
mag zur Abkürzung die Ordnungs-Zahl des Cyclus genannt werden. 

Den Fall, dass '/]^ = x^ in (t];^, x^) wird, können wir als hierin begriffen 
denken und wollen solches (-/j^, x^) als einen eingliedrigen Cyclus oder als 
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einen Cyclus von der Ordnung 1 ansehen. Unter Voraussetzung dieser Be- 
zeichnungsweise ergiebt sich leicht der folgende Lehrsatz. 
Ein System von "Werthe-Paaren 

(*!■) (-1.,-'^,), {ri.,y-.), ■■■, i-n.,^«), 

worin die -yj^, t]^, ,.., -yj^ unter sich verschieden und abgesehen von 
der Reihenfolge den ^i, \t •■■■, \ gleich sind, bildet entweder einen 
einzigen einfachen Cyclus oder besteht aus mehreren einfachen 
Cyclen. 

Die Summe der Ordnungszahlen aller Cyclen des Systems (41.) 
ist gleich n. 

Jedes Werthe-Paar gehört einem einfachen Cyclus an. 

Betrachtet man die Reihenfolge in den Werthe-Paaren als unwesentlich, 
so kann man auch sagen: Das System (41.) kann wesentlich nur auf 
eine Weise in einfache Cyclen zerlegt werden. 

Zwei Tndices-Paarc 

(42.) (vji, -A^) und (^j, t,), für welche l)^ = ■/,, ^^ = yji 

ist, bilden einen Cyclus zweiter Ordnung. Das eine dieser beiden Indices- 
Paaxe wollen wir die Umkehrung des anderen nennen. 

Das ziivor für die beiden Ausdrücke (35.) und (37.) mit der Voraus- 
setzung (38.) gewonnene Sesultat lässt sich hiernach auch so aussprechen; 

Werden in dem Deterrainanten-Gliede 

(48.) 'nE,..,><8"n 'nf('i.--^,)(«.»-",) 

die n Indices-Paare 

(44.) (,.,«.), (t)„x,) (,.,«.) 

umgekehrt, so entsteht nur dann ein jenem Gliede algebraisch 
gleicher Ausdruck, also wieder dasselbe Determinanten-Glied, 
wenn keiner der in der Reihe der Indices-Paare (44.) vorkommen- 
den Cyclen eine Ordnungszahl hat, welche grösser als 2 ist. 

Es entsteht aber ein von jenem Gliede (43.) algebraisch ver- 
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sehi edener Ausdruck, also ein anderi;s Determinanten-Glied, wenn 
wenigstens eine jener Ordnungszahlen grösser als 2 ist. 

Mit Hülfe dieses Satzes lassen sich die Glieder einer Determinante, 
deren n.n Elemente für jedes ^ und x die Bedingung 

(45.) Ei^^, + E^^j. = 0, also 'E^ = 

erfüllen, erheblich zusammenziehen. 

Jedes Glied, welches in der Reihe seiner Indices-Paare einen einfachen 
Cyclus erster Ordnung enthält, verschwindet in Folge der Voraussetzung 

Ist n ungerade, so heben sich die übrigen Determinanten-Glieder paar- 
weise auf, nämlich immer zwei solche eigentlichen Glieder, von denen das 
eine aus dem anderen durch Urakehrung der Indices-Paare entsteht. In 
der That haben die Vorzeichen-Prodncte in zwei solchen Gliedern gleiche 
Werthe, und nach Absonderung derselben, als eines gemeinsamen Factors, 
bleibt 

worin die beiden Theile, weil n ungerade ist, sich gegenseitig in Folge der 
Voraussetzung (45.) annuUiren. 

Ist n gerade, so entsteht durch die angegebene Umkehrung wieder das- 
selbe Determinanten-Glied, wenn die Cyclen für dessen n Indices-Paare (44.) 
alle von der Ordnung 2 sind. Mit Hülfe der Gleichungen (44.) lässt sich 
ein solches Glied als vollständiges Quadrat darstellen. 

Besteht aber für das Determinanten -Glied ein Cyclus von höherer als 
der zweiten Ordnung, so ergiebt jene Umkehrung ein neues Determinanten- 
Glied, welches mit dem ursprünglichen, nach Anwendung der zwischen den 
Elementen vorausgesetzten Beziehung (45.), gleichen absoluten Werth erhält. 



Umkehrung einzelner Cyclen. 

Werden nicht die sämmtlichen n Indices-Paare (44.) umgekehrt, sondern 
nur einige derselben (tj, x) in (^, t), und soll das hierdurch aus dem Deter- 



Hosledby Google 



ANALYTISCHB THEOKIK DER DETERMIKANTBN . 319 

minanteii-Gliede (35.) gebildete neue (37.) wieder ein eigentliches Deter- 
minanten-Glied sein, so dürfen keine der ersten Indices !^ unter sich und 
keine der zweiten Indices t unter sich gleich werden. Dieses wird aber, 
weil nach (3 6.) die Werthe der -/] abgesehen von der Reihenfolge mit den 
Werthen der x übereinstimmen, immer und nur dann erreicht sein, wenn 
die Indices-Paare eines oder melirerer ganzen Cyuien umgekehrt 
worden sind. 

Um hierbei das Verhalten des Vorzcichenproductes in (35.) ^u unter- 
suchen, zerlegen wir das ursprüngliche Product 

■ erstens in diejenigen Factoren-l'aare (\-~'%) (j'-t,— '^^)-' ^^^' welche die 
entsprechenden Indiccs-Paare (r^^, x^) und (-q^, r.^) beide umgekehrt worden 
sind, 

zweitens in diejenigen Factoren- Paare (tJs— ">]„) ()tj— itj, für welche je ein 
Indiees-Paar (tj^, z^) umgekehrt worden ist, während das andere (vj^, x ) un- 
geändert blieb, 

drittens in diejenigen Pactoren - Paare {'%—\)(\—y-^), für welche beide 
Indices-Paare (t]^, xJ und (15^, -tj ungeändert geblieben sind. 

Durch die Umkehrung wechseln die beiden Factoren der ersten Art 
nur ihre Plätze mit einander. In den Factoren der zweiten Art stimmt zu- 
folge der Voraussetzung die Reihe der v]^ abgesehen von der Anordnung mit 
der Reihe der Xj überein, ebenso auch die t]^ mit den x^, weil die tj^ mit den 
Tj^., ebenso wie die x^ mit den x^ die ganze Reihe der h darstellen. Die 
Factoren der dritten Art bleiben ganz ungeändert. Jeder der drei Thcile 
des Vorzeichen-Productes behält also seinen Werth bei. 

Dieser Satz ist auch als besonderer Fall in dem Lehrsatze enthalten, 
welcher das Vorzeichen allein durch die Anzahl der Elemente und durch 
die Anzahl der einfachen Cyclen bestimmt. 

Der hier bewiesene Satz zeigt, dass für eine Determinante, deren n.n 
Elemente die Gleichungen (45.) erfüllen, im allgemeinen auch wenn n ge- 
rade ist, gegenseitig sich aufhebende Glieder vorkommen. 

In der That bildet ein solches Determinanten -Glied (35.), dessen n In- 
dices-Paare u Cyclen mit ungeraden die Einheit übertreffenden Ordnungs- 
Zahlen und fexner ff Cyclen mit geraden die Zahl 2 übersteigenden ürd- 
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Bungs-Zahlen enthalten, in Vereinigung mit denjenigen eigentlichen Deter- 
minanten-Gliedern, welche durch Umkehrung einer geraden Anzahl von 
Indices -Paaren entstehen, im Ganzen S"*""' eigentliche, denselben Werth 
annehmende Determinanten - Glieder. 

Diesen Gliedern werden in Folge der zwischen den Elementen voraus- 
gesetzten Beziehung diejenigen eigentlichen S''^""' Determinanten- Glieder, 
welche aus jenem Giiede (35.) durch TJmkehrung einer ungeraden Anzahl 
von Indices-Paaren entstehen, dem absoluten Werthe nach gleich, aber dem 
Vorzeichen nach entgegengesetzt j sie heben sich also mit jenen in der Deter- 
minante auf. 

Für eine Determinante, in welcher jedes Element durch Um- 
kehrung seines Indices-Paar es den entgegengesetzten Werth an- 
nimmt, bleiben allein solche Glieder bestehen, deren Indices- 
Paare nur einfache Cyclen gerader Ordnung enthalten. 



Halbirung der Cyclen. 

In einem einfachen Cyclus (39.) haben die ersten Indices n] in einer 
bestimmten Reihenfolge dieselben Werthe wie die zweiten Indices x, aber 
die T] haben unter sich verschiedene Werthe. 

Ist die Anzahl p der Werthe-Paare des Cyclus eine gerade 2iahl, so 
haben bei der normalen Anordnung der Paare im Cyclus, das erste, das 
dritte, das fünfte, u. s. f., das (p — lf^ Paar zusammen auch unter den vj und 
X keine gleichen Werthe. Ebenso haben das zweite, das vierte, u, s. f. das 
p^" Paar zusammen auch unter den i] und x keine gleichen Werthe. 

Die Paare auf den ungera,dzahligen Plätzen haben für die tj und x die- 
selben W^crthc wie beziehungsweise die x und t] in den Paaren auf den 
geradzahligen Plätzen. Deshalb wollen wir diese beiden Heihen von Paaren 
die beiden Hälften des Cyclus nennen. 

Ein eigentliches Determinanten-Glied, dessen Indices-Paare nur einfache 
Cyclen gerader Ordnung enthält, kann, durch Halbirung der Cyclen in zwei 
Factoren zerlegt werden, deren jeder unter seinen sämmlichen n Indices v] 
und K keine zwei gleichwerihigen enthält. 
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Da in einer solchen Determinante die Anzahl n der Indices-Paare nur 
eine gerade sein kann, so wollen wir 1v tsatt n setzen. Für das Deter- 
niinanten-Glied (35.) erhalten wir hiernach auch die Form 

(47.) nE(^.,uxsn««-y(f«-yxsiina-w' 
x8np(§.-yc^.~y^ 

worin jede der Grössen a, ö, k, e, e, a die Werthe 1, 2, 3, ..., v und jede der 
Grössen T, 6,^, c,y,b die "VV'erthe v +1, v + 2, . .., 2v mit der Beschränkung «::> k, 
J=>|5 zu durchlaufen hat, und worin die Elemente mit E(§, f) bezeichnet sind. 

In der That, der Ausdruck (47.) unterscheidet sich von jenem (36.) nur 
durch Hinzufügung der auf die reihenden Grössen e, e, c, y sich beziehenden 
Producte. Diese Producte lassen den übrigen Theii des Ausdruckes unge- 
ändert, wenn bei der zuvor angegebenen Halbirung der von den (■»], x) ge- 
bildeten Cyclen die Indices-Paare (f|, !) der einen Hälften in die erste Zeile 
und die Indices-Paare (^, l) der anderen Hälften der Cyelcn in die zweite 
Zeile der Formel (47.) gebracht sind, 

Dieselben Vorzeichen -Producte lassen aber den Ausdruck verschwinden, 
wenn unter den !| und I der ersten Zeile oder unter den ij und l der zweiten 
Zeile gleiche Werthe auftreten, was aber nach Ausführung der Ilalbirung 
der Cyclen nicht vorkommen kann. 

Umgekehrt folgt unmittelbar aus diesen Bemerkungen, dass, wenn die 
2v Grössen 1^, ebenso wie die 2v Grössen ! keine anderen Werthe haben als 
die 1v gegebenen Grössen h oder als die mit diesen identischen A, auch der 
Ausdruck (47.) entweder verschwindet oder ein eigentliches Determinanten- 
Glied mit Cyclen gerader Ordnung darstellt. 

Um die Cyclen zu bilden, sind nämlich die Indices-Paare abwechselnd 
aus der ersten und aus der zweiten Zeile in Formel (47.) zu entnehmen, 
weil für den Fall des Nicbtverschwindcns 

(48.) I \, ..., f,J =. I U,,...,%, I , j \,...,% I = I 1),.+,, ..., V I 

wird. 

Die Summe aller Determinanten -Glieder, denen nur Cvclen gerader 
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Ordnung entsprechen, erhalten wir demnach, wenn wir die Ausdrücke von 
der Form (47.) für alle solchen aus den k als Werthen der "^ und t gebil- 
deten Werthesysteme (§, !) suramiren, welche algebraisch verschiedene Aus- 
drücke (47.) darstellen. 

Mit einem bestimmten Werthesysteme der Indices-Paare ergeben alle 
diejenigen Werthesysteme, welche sich durch blosse Vertauschung der Rei- 
henfolge aus jenem ableiten lassen, algebraisch gleiche Ausdrücke (47.). 

DieVeränderung der Reihenfolge kann zunächst dadurch geschehen, dass 
eine der beiden Hälften eines Cyclus nach Belieben in die erste oder die 
zweite Zeile der Pormel (47.) gebracht wird. Bezeichnet g die Anzahl sämmt- 
licher Cyclen für das bestimmte Glied, so erhält man durch diese verschie- 
denartige Bildung der beiden iactoren, nämlich der ersten und zweiten Zeile 
in Formel (4 7.), zusammen 2^ algebraisch gleiche Ausdrücke. Jeder der 
beiden Factoren, d. i. jede der beiden Zeilen in (47.), kann nun noch formal 
verändert weiden durch sämmtlichc ll{v) Umstellungen der Reihenfolge 
seiner v Indices-Paare (Ij, !). 

Im ganzen entstehen also '2^ ^{^) -^M algebraisch gleichwerthige Aus- 
drücke und 

(4 9.) man erhält die Üumme aller Determinanten-Glieder mit 
geradzahligen Cyclen, wenn man den Ausdruck (47.) durch 2^ n(y)ll(v) 
dividirt und dann in Bezug auf jede der 4v Grössen ^ und f über 
sämmtliche 1v Werthe der k summirt. Es bezeichnet dabei g die 
Anzahl der für je ein bestimmtes Werthesystem in den 2v Indices- 
Paaren (^, !) vorkommenden Cyclen. 

Ein eigentliches, nicht verschwindendes Glied enthält Indices-Paare, 
welche die Bedingungen (48.) erfüllen. Es ist also in (47.) auch 

(60.) nu((,-5,) = rin(ij.-w, nn(f,-w = nnct-'.). 

und der Ausdruck (47.) kann durch 

(51.) nE(fe, i.)x3^nj(5.-t),)(i.-«x8nn(i.-6.) 

xnE(§„i,)xsn(iji-5.)(i.-i,s)x8nn(f.-H 
x8 nri («.-*.)• (1.-1.)" 

ersetzt werden, wenn sämmtliehe Zeichen ihre obige Bedeutung beibehalten. 
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Zurückführung auf Jacobi's Rcsolveiiten. 

Gebiauchen wir in Formel (51.) statt ^3, f^, ^_, S^ jetzt beziehungsweise 
s . s . t , t , indem wir t = v + p setzen, und kehren unter den von e und e, 
sowie unter den von c und y abhängigen Bifferenzen diejenigen ura, in 
welclien e<;e, c^zf ißt, so können wir die beiden ersten Zeilen in (51,), 
abgesehen von den beiden sich zu +1 ergänzend"en Factoren (— 1)*"'-*'""^^ auch 
beziehun-^sweise in der Form 

(53.) nE(v-.,s.:)x3,n,fc-s.j 

darstellen, wenn o und q die Zahlen 1, 2, ..., v, aber m und fi die Zahlen 
1, 2, 3, ..., iv mit der Bedingung mi=-(( durchlaufen. 

Hiervon unterscheidet sich der Ausdruck (5 1 .) nur durch den in der 
dritten Zeile befindlichen Vorzeichen- Factor. Dieser druckt aber die Bedin- 
gung aus, dass kein Sjj_, einem t und kein s^^ einem t gleich werden soll. 

Wenden wir die Darstellung (52.) auf Determinanten-Elemente an, 
deren jedes wie in (45.) mit Umkehrung seines Indices-Paares auch 
seinen Werth in den entgegengesetzten verwandeln lässt, so föUt 
durch eine solche Umkehrung der Indices-Faare die zuletzt genannte Be- 
dingung fort, während die erste, wie auch die zweite Zeile in (51.) ihren 
Werth ungeändert beibehält. 

Jedes nicht verschwindende und mit anderen Gliedern sich 
nicht annulirende Determinanten-Glied kann also auf die Form 
(52.) gebracht werden. 

Haben in (52.) die 411 Grössen s und t keinen andern Werth als 
die 1v Grössen h, so ist der Ausdruck entweder gleich Null oder 
ein eigentliches Glied einer solchen Determinante, 

In der That, der Ausdruck (52,) verschwindet nur dann nicht, wenn die 
s alle von einander und die t alle von einander verschieden sind. In diesem 

41* 
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Falle kann man aber die 2v Werthe-Paare 

(53.) {Sj3_,, s,^) und {t,^^„ t^,) 

entweder unmittelbar oder nach etwa erforderlicher Umkehrung einzelner 
Werthe-Paare, wobei der Ausdruck (52.) seinen Werth nicht ändert, in ein- 
fache Gyclcn gerader Ordnung zerlegen. Es sind demnach alle für die in 
Rede stehenden Glieder erforderlichen Bedingungen, wie wir im Artikel 7 
gesehen haben, erfüllt. 

An jenem Orte haben wir auch gefunden, dass unter den im allge- 
meinen verschiedenen eigentlichen Determinanten-Gliedern für diese beson- 
dere Determinante noch 2" einander algebraisch gleich werden durch Hinzu- 
nahme der Bedingungen E(yj, x) = — E(x, i]). 

(54.) Wir erhalten also die gesuchte Determinante, wenn wir 
(52.) mit 2*" multipliciren und über alle solchen Werthesysteme h 
für jedes s und t suramiren, welche den Ausdruck mit Berücksich- 
tigung der Gleichungen E(-/i,x)=—E(K,-/j) algebraisch verschiedene 
Werth e annehmen lassen. Es bedeutet dabei ^ die Anzahl der 
Cyclen, welche von den Sv Werthe-Paaren (53.) entweder unmittel- 
bar oder durch etwa erforderliche Umkehrung einzelner Werthe- 
Paare gebildet werden und die zweite Ordnung übertreffen. 

Nimmt man in (52.) für die s und t jedes aus den k zusammengesetzte 
Werthesystem, so erkennt man zunächst 2" Ausdrücke als einander gleich. 
Diejenigen 2^ Cyclen, welche aus (53.) entweder schon unmittelbar oder nach 
erforderlichen Umkehrungen gebildet werden und von höherer als der zweiten 
Ordnung sind, können ihre beiden Hälften beliebig auf die beiden Zeilen 
in (52.) vertheiien. Zweitens werden immer diejenigen 2^' Ausdrücke ein- 
ander gleich, die durch Umkehrung der 2v Werthe-Paare (52.) aus einander 
hervorgehen. Schliesslich werden noch jedesmal diejenigen n(v) Il{v) Aus- 
drücke einander gleich, welche durch Veränderung der Reihenfolge der aus 
den s gebildeten, Werthe - Paaren unter sich und der aus den t gebildeten 
Werthe-Paaren unter sich hervorgehen. 

Hiernach lässt sich der Lehrsatz (54.) auch so aussprechen: Die gesuchte 
Determinante entsteht, wenn man den Ausdruck (52.) durch 2^^ n[v) Il[v) 
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dividiit imd über alle Werthe h für jedes s und t summirt; es ist also 
(66.) Eft, ...,4,, I />,, ...,*„) 

= |^74yS""nE(v..ä.,)xs,n,ft.-«,)r 
= i:fn^(^,-., s„)Eft,-.. «,,.)x8^nj(». -»,.)(«,. -f.) 

die aus den 2w. 2v Elementen E (A^,, ä^) gebildete Determinante, wenn 
für jedes a nnd t die Gleichung E (ä^, Ä^) ^ — E(Ä^, Ä^) erfüllt wird. 

Die Products in (55.) beziehen sich theils auf die ganzen Zahlen J, 2, ..., v 
als Werthe der p, theils auf die ganzen Zahlen 1, 2, 3, , .., 211 als Werthe 
der m und ^ mit Erfüllung der Bedingung wi:>ft. 

In der 2)'-faehen Summation der ersten Darstellung durchläuft jedes 
der 1v reihenden S olle 1v Werthe /(. 

Die Summation der zweiten Darstellung bezieht sich auf solche Werthe- 
yerhindungen der h für die t, welche algebraisch verschiedene Glieder geben, 
von welchen also ein Werthesystem weder durch Umänderung der Reihenfolge 
der V Indices-Paare (t , t ) noch durch Umkeiirung innerhalb der einzelnen 
Paare aus einem anderen Wertheaysteme abgeleitet werden kann. Der hier 
durch die Summation gebildete Ausdruck, dessen Quadrat der Determinante 
gleich wird, ist der von Jacobi bei seiner Ausführung der Pfaff'schen 
Integrations-Methode*) [Crelle's Journal, Band 2, Seite 355, 1827, August 14] 
in anderer Porm zuerst dargestellte und nach seinen wichtigsten Eigenschaften 
untersuchte Ausdruck, der wohl verdiente Jacobi's Resolvente genannt zu 
werden. 

Die Summation der dritten Darstellung bezieht sich auf solche Werthe- 
verbindungen der h sowohl für die s als auch für die i, welche ein Werthe- 
system weder durch Umsetzung der Reihenfolge der 2v Indices-Paare (* , s ) 
und (t _ , i, ), noch durch Umkehrung innerhalb der einzelnen Paare aus einem 
anderen Werthesystemc hervorgehen lassen. Es bedeutet g die Anzahl der 



*) [Jacobi, Gesammelte Worte, Bd. IV, S. 17—20.] 
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in den 2v Indices- Paaren unmittelbar vorkommenden und der nach etwa 
erforderlichen Umkehmngen von Indices-Paaren noch herstellbaren einfachen 
Cyclen, deren Ordnung die zweite übertrifft. 



Meine Untersuchungen über andere Eigenschaften der Jacobi'schen 
Resolventen, so wie über ihre Beziehungen zu den für die Theorie der qua- 
dratischen Reste so wichtigen Kronecker'schen Vorzeichen-Producten, werde 
ich bei nächster Gelegenheit der Oeffentlichkcit übergeben. 
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XIX. 

THEORIE ANALYTIQUB DES DBTERMINANTS. 



Extrait d'une lettre adress^e ä M. normite. 

[Coiuptes rendus hebdomailairea des söances de l'Acadcmie dos Sciences, T. 86, p. 1387—1389. 

Paris. S Juin 1878.] 



Dans un travail que je viens de publier sur les döterminants (M^moires 
de la Societe Toyale de Gottingue, t. XXII)*), la definition est Stabile de 
cette nouvelle maniere. Les el6ments vanges en ligues et en colonnes etant 

E/^J;,! E^jA'j) ■■■> ^Ih7tn-:i> ^hK' 

^Kh' '^KK' ■■■' ^ft^fc«-.' ^^.S„) 

j'introduis une fonction 3(*) ^.'^^ aatisfait aux conditions 

Q(x) = +1 pour a: :> 0, 

Q(x) = pour X = 0, 

3 (x) = — 1 poiir X <. 0. 

Cela etant, un tcrme quelconque du d^terminant aura la forme 



«) [Siehe B. ^87—326 t 
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oü les deux series d'indices -/]^, t]^, ..., t;^; z^, z^, ..., x^ representent respcctive- 
nient Ä^, Ä^,, ..., Ä„ et li,i\,---,\ dans un ordre quelconque. 
Desjgnons maintenant le d^terminant par la relation 

j'obticus, parmi plusieurs expressions de formes tres-diffcrentes, la suivante 

K(;*,,;i,, . ..,/',, 1 !.\, i.\, ..■,K) 

^ i.2...n '^V 2!."' E^,^, E^,^, ■ ■ ■ Er,„^„ 

IB^i II, — l (1=2 (i = l 

OÜ la sommatiou multiple 2S" s'tipplique, pour chacunc des quantites 7], ä toutes 
les valeurs A,, A^, . . ., A„, et de möme la sommEition Sx' j'our ohacime des 
quantites x ä toutes les valeurs Z^,, ^j, ■■-,A„. 

Mail Memoire contient les demonstrations des th^oremes connus pour la 
decomposition d'un determinant en determinants des systemes derives, ainsi 
qua pour la multiplication de deux determinants. Ces propositions , corame 
la decomposition du second determinant de Pfaff*) en deux facteurs egaux 
entre eux (les deux resolvants de Jacobi**)), ne sont autre choae que des 
manieres difterentes d'eff'eotuer la sommation dans l'cxpression quo j'ai donnee 
du determinant. 

Comme theoreme nouveau, je me permets de vous citer ici le dernicr de 
mon Memoire : Le determinant dont les 2vx2v el^ments remplissent 
les eonditions E^ /( ^^ ~^-'}u.h V^^^ etre reduit ä la forme 

= Hf \r, \r,, ■ ■ ■ E,„^_,,^, xE,^,^ E.,.^.,^ . . . E,^^_,,^^ 

oü les indices '/]^, 7j^, . . . vj^^ ainsi que x^, x^, . .., x^^ ont les memes va- 
leurs que Äj, Äj, . .., Äj^ et n'en different que par 1' ordre de succession. 



*) [Crelle's Journal f. d. r. u. a, Math., Bd, 11, S. 355.] 
**) [Jacobi, Gesammolte Worke, Bd, IV, S. 17—29.] 
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L'exposant g se detcrmine par le nombre des cycles quo Ton peut former 
des 1v paires d'indiccs 

(1., 1,), (1., -i.) (1..-,, ',..). («„ ■'■■), (■',, ».)■ , {«.,-„ »„), 

ou imm^diateraent ou en echangeant les deux indices dans quelques paires, 
par exemple, en mettant i^\^„i%^„_^ poiir {^%,_ii'%^- Unc s^rie de 1. paires 
d'indieca, par exemple, 

(-„",),(=.,».), .... ("■!-., «.!-,), (".1-.,=..), 

forme un cyele en ordie canonique, quand les X equations 

sollt remplies. Le determinant en question ne contient que de telg termes, 
pour lesquels le nombre de paires d'indices dans cliaque cycle est divisible 
par 2, et l'exposant g s'obtient en restreignant l'enumeration des cycles ä 
ceux qni contiennent plus de deux paires. Enfin la sommation S s'etend 

aux quantites Ä^, Ä^, ,.., Ä^^, comme representant les valeurs de ''],) ^j, .■■! ^,„ 
et '*■^■,y-^1 ...,x^^, en admettant seulement de tels systemes, qu'un d'eux ne 
puisse etre d^rive d'un autre, en renversant Vordre des 2v paires designees 
plus haut, ou en echangeant les deux indices, dans quelques paires. 
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NEUER BEWEIS DES EECIPßOCITÄTS- SATZES 
FÜR DIE QUADRATISCHEN RESTE. 



t in der Sitzung der Königl, Gesellsuliaft der Wissenschaften zu Göttingon am '1. Januar 1879 
und veröffentlicht in den .NachricLteii« dersoibcn vom 26. März 1879, S. 217—234.] 



Die Gauss'sche Bestimmung des quadratischen Rest-Characters einer 
Rest-Zahl in Bezug auf einen Primzahl- Modul bietet den Ausgangspunkt 
für eine Reihe von besonders einfachen und übersichtlichen arithmetischen 
Beweisen des Eeciprocitäts-Satzes. 

Diese Beweise können in zwei Classen getheilt werden. Die Einen, 
wie der dritte Beweis von Gauss (1808 Januar 15)*), der Beweis von Eisen- 
stein (1844 Juli}**) und der von Herrn L. Kronecker (1876 Juni 22)***) 
zeigen, dass die Gauss' sehe characteristische Zahl sich von einer anderen 
Zahl, welche die Eigenschaft der Keciprocitat in einer leichter erkennbaren 
Form enthält, nur um eine gerade Zahl unterscheidet. 

Die Beweise der anderen Art, wie der fünfte Beweis von Gauss (1817 
l-'ebruar 10)t) und der von Herrn Chr. Zeller (1872 December 16)tt) zeigen, 
dass die Summe der characteristischen Zahl einer ersten Zahl n als Rest zu 



*) [Gauss' Weike, Bd. II, S. 1—8.] 

**) [Crelle's Journal f. d. r. u. a. Math., Bd. XXVIII, 8. 41-43.] 
**«) [Monatsber. d. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1876, S. 331—341.] 
t) [Gauss' Werke, Bd. II, S. Bl— 54.} 
tt) [Monatsher. d. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1872, S. 846— S47.] 
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einer zweiten m als Modul und der characteristischen Zahl der zweiten Zahl 
m als Rest zur ersten n als Modul sich von der die Eigenschaft der Re- 
ciprocität bestimmenden Zahl —^ „— um eine gerade Zahl unterscheidet. 

Man kann nun wohl behaupten, dass die bei der zweiten Classe von 
Beweisen anzuatellenden Betrachtungen zwar etwas einfacher sind als die 
bei der ersteren , dass aber bei ihnen bis jetzt eine grossere Anzahl von 
Schlüssen durchzuführen sind. 

Der Leser wird daher nicht ungern einen Beweis kennen lernen, der 
auch in dieser Beziehung einfacher als die übrigen genannt werden dürfte. 

Neuer Beweis. 
In dieser Untersuchung wollen wir uns des Begriffes des absolut klein- 
sten Bruch-Restes '^^{x) einer reellen Grösse x bedienen und solchen zu- 
gleich mit der an x liegenden nächsten ganzen Zahl ^^©(a;) durch die Be- 
dingungen 

-- i--=a:-9!(äi(i) = ä8(»)<+i 

deüniren. 

l'erne]- wollen wir allgemein für eine von einem Argumente oder von 
mehreren Argumenten \i,v, ... abhängige Function Y (jt, v, ...) die Anzahl 
der Nullwerthc, der positiven und der negativen Werthe, welche die 
Function F annimmt, während die Argumente ji, v bestimmte Werthesysteme 
durchlaufen, der Reihe nach mit 

Stnj,,,. 3tulIF(fi, V, ...) 

SinV,. $oiF(^,i', ...) 

atitä,,., 3kz¥{i^,v,...) 

bezeichnen. 

Definirt man die verallgemeinerte Gauss'sche characteristischc Zahl für 
den Rest n und für den, mit ihr keinen gemeinsamen Theiler besitzenden^ 
ungeraden positiven Modul m als die Anzahl der in den ^^ Brüchen 



l.n 2 .11 3.n 



-{m-l)n 
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vorkonira enden negativen absolut kleinsten ßruohresten, so wird die Gauss'- 
sche characteristische Zahl yieicli 



Für ein beliebiges x wird nun allgemein 21^ (x) negativ, wenn es eine 
ganze Zahl giebt, welche über x und unter x + -^ ÜGgtl giebt es aber keine 
solche ganze Zahl, so wird M.^(x) nicht negativ. Diese Bedingung lässt 
sich bei einem nicht negativen x auch in der Form aussprechen, dass 

für V = 1, 2, 3, ..., 4-co 
entweder zugleich 



oder zugleich 






und 3ia3(a;)>0 

wird, wenn nämlich weder x noch x + -^ eine ganze Zahl ist. 

Hiernach können wir für ein positives w, und für ein positives unge- 
rades m, unter Beibehaltung der für /i und v angenommenen Werthesysteme, 
zur Bestimmung der characteristischeu Zahl die Gleichung 

(1.) »(„»aa»-^ = SInä,,.SP»f(-^ + -i— •')-8tn5,,.*»l(-^— ') 

aufstellen. 

Bei der wirklichen Berechnung der zweiten Seite dieser Gleichung 

braucht man jedenfalls diejenigen positiven Werthe des v nicht zu berück- 

sichti'''en, für welche die Function 



--f -— — 1- oder 



ra + 1 
srösster Werth von 
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allgemein negativ wird. Dieses findet aber für 



statt, weil"«* und n positiv vorausgesetzt sind. 

Wir erhalten demnach als ein für die Gleichung (1 ) hinreichendes 
"Werthesystera 

(!•.) p= 1, 2, 3, ...,i!^, „ = 1,2,3,...,-^, 

wenn auch n ungerade ist. 

Beachtet man, dass die Anzahl der positiven Werthe einer Function 
unabhängig von der Reihenfolge ist, in welcher die Werthesysteme fi, v zur 
Berechnung angewendet wi^rden, und setzt 

5^ + 1 , . ^w 1 
so wird Gleichung (] .) zu 

für 



Wenden wir v auch statt v an und dividiven die nur mit ihren Vor- 
zeichen in Betracht kommenden Functionen 

— hl' — --- und ~^-— — V 

m 2 m 

durch die positive Zahl n, so erhalten wir 



jby Google 



NEUER BEWEIS DES KECIPROCiTATS-SATZES YÜli DIE QUADRATISCHEN RESTE. 335 

worin 

,= 1,2,3,...,^. „=l,2,3,...,it-L 

ist. 

Der Umtausch von m und n in Gleichung (2.) ergiebt 

(3.) &ä.»3aa-^ = «:"ä,.w(i + ^-|)-änä„M(^-^) 
für 

ft=. 1,2,3,...,^^, V = 1,2,3,...,^. 

Haben nun m und n ausser der Einheit keinen gemeinsamen Theiler^ 
so ist für jedes der 

-_ 2 

hier in Betracht kommenden Werthesysteme fi, v entweder 

i_Jl „der i-i 
positiv, also 

(4) ä„i„w(i-^)^-».i,.w(-J-i) - V-V- 

Die Vereinigung der Gleichungen (2,), (3.) und (4.) ergiebt, immer 
unter Voraussetzung des in (l*-) aufgestellten Werthesystcms 

(6.) ani,5it9ai8J^ + ani,3(.ja!8^ = 2a%,w(^ + ^-4-)-^^'T^- 

Diese Gleichung spricht das Rcciproeitäts-Gesetz in der Form aus: 
Sind m und n ganze positive ungerade Zahlen ohne gemein- 
samen Theile r, 

so wird die verallgemeinerte Gauss'sche characteristische Zahl 
für den Rest n in Bezug auf den Modul m mit der Gauss'schen cha~ 
racteristischen Zahl für den "Rest m in Bezug auf den Modul n 
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gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade, wenn 



m—X n~l 



gerade ist; 

es wird aber die eine characteristische Zahl gerade und dli 
andere ungerade, wenn 



w-1 n-1 
2 2 



ungerade ist. 

Göttingen 1879 Januar 4. 
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FOÜVBLLE DEMONSTEATION 

DB LA LOI DE RECIPROCIT^, DANS LA THIjORIE 

DBS RESIDUS QÜADRATIQFES. 



Note prösantöe par M. Herrn ite. 
[Coinptes reiidus hebdomadaires des sSances de rAcadömie des Sciences, 
Paris, 26 mal 1879,] 



Designona respectivement pat 

le nombre des valeurs positives et le nombre des valeurs negatives de la 
fonction <p{!i,v) quand les variables (i et v prennent des valeurs donnees. 
Selon le th^oreme de Gauss (Theorematis arithmetici demonstratio 
nova, Göttingue 1808; Oeuvres de Gauss, t. II, p. 4), pour un nombre 
piemier impair M, un nombre n non divisible par m est T^sidu ou non residu 
quadratique, suivant que les fvaetions en valeur absolue les plus petites con- 
tenues dans les ^^^^ nombres 



comprennent un nombre pair ou impair de valeurs negatives. En designant 
par FrÄbs(a;) la fraction en valeur absolue la plus petite contenue dans a^ 
c'est-ä -dire , la difference cntre x suppose reel et positif et le nombre entier 
qui en approche le plus par exees ou par defaut, on a, pour le symbole de 
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Legend re, 

(1.) (i) = i-if~''"^^'M^) 

(2.) f* = 1,2,3,...,^^. 

On voit immediatement que, si x n'est pas la moitie d'un nombre entier 
et si V parcourt la Serie v = J, 2, 3, ..., ex», on a pour 



m, Pos (^ + Y - ^) " Nom^ Pos {x — v) 



la valeuT zero ou l'unite positive, selon que Fr Abs (x) est positive ou nega- 
tive; par conaequent, 

(3.) Nom„NfeFi-Abs^^ = Nom,. ,Pos(^ ^-^-i-Unooi^ .Posf^^- A 

Les fonctions -^•'r-^ — v et -^ — v deviennent negatives pour ft ^ -^^^^ 
et v^^^~; ainsi, quand le nombre n est impair, on a, dans l'eqiiation (3.), 
seulement les väleurs 

(4.) ,-l,2,3,...,it±, „ = i,,,3....,'tl. 

En posant v = — ^ v', on a pour v' les mömes valeurs que pour v, 

prises seulement dans l'ordre inverse. Si l'on efFectue cette Substitution dans 
le premier terme du second membre de l'equation (3.), si l'on introduit en- 
suite V au lieu de v\ et qu'on divise par un nombre positif les fonctions 
dont le nombre dos valeurs positives est a compter, on obtient facilement 

(5.) Nom„NegPrAbs-^ = Nom„ ^Posf-^ + — -4-l-Nom„,Pos['-5^ — — V 

oü ft et V prennent les valeurs indiqu^es dans l'äquation (4.). 

Par la pcrmutation de m et n, l'equation prceedente devient 

(6.) Nom,,NegFrAbs^^ = Nom,,,Pos(-^ + -^-4-)-I^^om„ ,Posf— --^\ 

pour les mömes valeurs, indiquees dans (4.), de ft et v. 
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Chacune de ces -^^^-^^ combinaisons de valeurs de (i et v donne, pour 
une seule des fonctions — ~ et — ^-Ü, une valeur positive; on a donc 

(7.) Nom,.,PoJ-^-~WNom„,Pos(---^'l = ^~^ '^7^- 

^ ' '''* \m n/ ^' \n mj 2 2 

L'addition des equations (5.) et (6.) donne ensuite l'^quation finale 
( Nom^, N^g Fr Abs ^^ + Nom, Neg Fr Abs ^^ 

= 2Nom Posp-+ — 5—— s — 



(8.) 



Cette equation contient la loi de reciptocite ponr les r^sidus quadra- 
tiques, si Ton a egard ä l'equation (1.), et teile qui en lesulte par la per- 
mutation de m et n quand n, ainsi qne m, est un nombre premier positif 
impair. 
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BESTIMMUFG 
DES QUADRATISCHEN RBST--CHAEACTBRS. 



Vorgelegt in der Sitzung der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen am 1 Fehraar 1879 

[und veröffentlicht in den »Abhandlungen« derselben, Bd, XXIV. Matliematiacha Classe, S. 1—47. 

GöttJDgsn, 1879.] 
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Für die Berechnung des quadratischen Rest-Characters einer gegebenen 
Zahl in Bezug auf einen gegebenen Modul hat Gauss zwei Methoden auf- 
gestellt, welche beide den Euklidischen Algorithmus zwischen den gege- 
benen Zahlen benutzen. 

Diese Methoden finden sich in dem Abschnitte »Algorithmus novus ad 
decidendum, utrum numerus integer positivus datus numeri primi positiv! 
dati residuum quadraticum sit an non-residuum« der Abhandlung oTheore- 
matis fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis demonstrationes et 
ampliationes novae. Gottingac, 1817 Febr. 10« (welche ich in Gauss Wer- 
ken, Bd. II, Seite 47 — 64 aufgenommen habe). 

Bei der ersten dieser Methoden wird wiederholt der Congruenz-Satz 
und der Multiplications-Satz für quadratische Rest-Charactere angewendet. 
Uurch Benutzung des verallgemeinerten oder zusammengesetzten Rest - Cha- 
racters, wie Gauss ihn in Artikel 134 der Disquisitiones Arithmeticae (G.W., 
Bd. I, Seite 103 und 104) definirt und Jacobi ihn durch Benutzung des Le- 
ge n d r e ' sehen Zeichens *) dargestellt hat , lässt sich diese Methode formal 
vereinfachen, wie Dirichlet das Entsprechende für den ersten Gaussischen 
Beweis des quadratischen Reciprocitäts- Satzes (Disquisitiones Arithmeticae 
1801, Art. 125 — 145; G. W., Bd. I, Seite 94—111) in seiner Abhandlung: 
»Ueber den ersten der von Gauss gegebenen Beweise des Reciprocitäts- 
gesetzes in der Theorie der quadratischen Restea (Crelle's Journal f. Math., 
Bd. 47, Seite 139 — 150 im Jahre 1854)**) ausgeführt hat. 



«) [Jacobi, Ges. Werke, Bd. VI, S. 254— 274.] 
*') [Dirichlet, Ges. Werke, Ed. U, S. 12I--138.] 
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Bei der anderen Methode (Artikel 3 — 6 jenes Abschnittes) wird voll- 
ständig die Summe der grössten Ganzen berechnet, welche in den Gliedern 
einer arithmetischen Eeihe enthalten sind. Die Summe der grössten Ganzen 
bestimmt den quadratischen Rest-Character, wie Gauss bei seinem dritten 
Beweise 1808 Januar 15 (G. "W., Bd. II, Seite 6) angegeben hat. 

Die letztere Methode ist von Herrn Chr. Zeller als Ausgangs -Punkt 
benutzt für eine von ihm in den Nachrichten der Königlichen Gesellschaft 
der "Wissenschaften zu Göttingen (1879, Seite 197 — 216) zur Berechnung 
des quadratischen Eest-Chai'acters aufgestellte Regel, welche ein einfacheres 
Rechnungsverfahren als alle übrigen bis dahin bekannten Regeln darbietet. 
Bei der Methode des Herrn Zell er bestimmen sich auch in gleich einfacher 
Weise diejenigen Summen grösster Ganzen, welche mit dem quadratischen 
Rest-Character zwischen zwei ungeraden Zahlen in enger Beziehung stehen. 

Die von Herrn Zeller gegebenen Andeutungen über die Auffindung 
und den Beweis seiner Regel erledigen den Fall, dass alle Reste in dem 
Euklidischen Algorithmus ungerade Zahlen sind. 

Die Regel selbst beschränkt sich auf den Fall, dass alle Reste positive 
Vorzeichen haben. Es schien mir wünschenswerth zu sein, eine Regel auf- 
zufinden, welche von dieser Voraussetzung frei ist. 

Bei der in der vorliegenden Abhandlung mitzutheilenden Ableitung der 
neuen Lehrsätze ergab sich als specielle Anwendung ein Beweis, der alle 
Fälle der Zeller'schen Regel umfasse. Ausserdem lassen die neuen Sätze 
die Bedeutung derjenigen Zahl erkennen, welche für einen geraden Modul 
durch eine analoge Formel bestimmt wird, wie die verallgemeinerte Gaussische 
characteristische Zahl für einen ungeraden Modul. 

Hiernach berechnen sich auch einfach die Summen der grössten ganzen 
Zahlen, welche mit dem quadratischen Kest-Character zwischen zwei unge- 
raden Zahlen oder zwischen einer geraden und einer ungeraden Zahl in 
naher Beziehung stehen; die Vorzeichen der Reste in dem Euklidischen 
Algorithmus können dabei ganz willkürlich genommen sein. 
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Anzahl der Vorzeiclten der Werthe einer Function. 

Seit Gauss' drittem Beweise (aus dem Jahre 1808) für den Reciprocitäts- 
Satz bedient man sich vielfach des Begriffes des in einem Bruchwerthe ent- 
haltenen grösaten Ganzen, iur manche Zwecke, wie z, B. für einen neuen Be- 
weis des Eeciprocitäts-Satzes (Nachrichten d. K. Ges. d. W. zu Göttingen, 1879, 
Seite 217 bis 224)*) habe ich es vorteilhaft gefunden, statt der grössten 
Ganzen mich der Anzahl der bestimmten Vorzeichen einer Function zu 
bedienen. 

Für irgend eine reelle Grösse x soll derjenige unter den drei Aus- 
drücken 

(1.) afiiäißoKa;), anä3;eg(x), Stns 3imi (»;) , 

welcher dem Vorzeichen des Werthes oder dem Werthe von x entspricht, 
gleich +1, die beiden anderen Ausdrücke aber gleich sein. 

Für eine von einem Argumente oder voil mehreren Argumenten p, v, ... 
abhängige Function F{fi, v, ...) sollen die Ausdrücke 

(2.) ainä^,,,...91uai'{^,i',...), §rnä^,,.,.,ipDfFCft,v,...), 21nä„,.,...9!e9F(^, !-,...) 

der Keihe nach die Anzahl der NuUwerthe, der positiven und der negativea 
Werthe der Function F(;i, v, ...) bezeichnen, wenn die Argumente (i, v, ... 
gegebene, in den meisten Fällen ganzzahlige Werthe durchlaufen. 

Wenn es der Kaum gestattet, werden die Grenzen für ji, i/, . , . in dem. 



*) [Siehe S, 331—336 dieses Bandes.] 
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Ausdrucke selbst, z. B. in der Form 



Die in einem reellen Werthe x enthaltene grösste ganze Zahl (B(3(x) 
80 wie der darin enthaltene nicht negative Bruchrest ^(x) können durch die 
Bedingung 

(3.) 0^x-®^ix) = i8(«)<:+l 

bestimmt werden. Es ist dann auch 

(4.) S8(x) = X- nn $oI {x-v) + Stns 9feg {x-l + v)~ m^ 9iult (x - v). 

Wird die an x zunächst liegende ganze Zahl '$t^{x) und der in x ent- 
haltene absolut kleinste Bruchrest 2lSB(a:) der Bedingung 

(5.) -^<x~^^{x) = 3(^(a;)^+y 

unterworfen, so ist 

( StS8(3;) = x-^n'^a\{x + ^-v'^ 
(6.) ^- / 1 \ - / 1 \ 



('■) 



+ 9^4 91eg (^ - 1 + v) " 9Ini 9tufl (ai - v) - 9(itä %9 9IS (4 



worin also SfngS^egSt^ (a;} den Werth +1 oder hat, je nachdem der absolut 
kleinste in x enthaltene Bruchrest negativ oder nicht negativ ist. 



Quadratischer Res t-Char acter. 

Als die Zahl, welche den verallgemeinerten oder zusammengesetzten 
quadratischen Eest-Character einer Eestzahl n in Bezug auf den positiven 
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ungeraden, mit n keinen gemeinsamen Theiler besitzenden, Modul m bestimmt, 
können wir die Anzahl derjenigen in den ■ Brüchen 



enthaltenen absolut kleinsten Bruehreste, welche negativ sind, betrachten. 
Die den zusammengesetzten quadratischen Kest - Character bestimmende Zahl 
wird also gleich 

(8.) aiiä^gtegStSS-^, 

worin (t = t, 2, 3, . .., ^^ zu setzen ist. 

Für irgend welche positiven Grössen m und n und für ein aus positiven 
Grössen bestehendes Werthesystem von (i, welches weder -^ noch ■-^ + y 
eine ganze Zahl werden lässt, ergiebt sich aus den Gleichungen (6.) und (7.) 
des vorhergehenden Artikels 

(9.) j 

und 

m 

oder 



oder 

(10.) 






worin 2tnj(fi.) die Anzaiil der Wevthe bezeichnet, welche ft durchlaufen soll. 
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Diese letzte Gleichung (10.) hatte man aus der obigen (9.) auch mit Hülfe 
des Satzes ableiten können, dass die absolut kleinsten Bruchreste von zwei 
Grössen, welche sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, entweder beide 
gleich oder beide gleich +y sind oder endlich sich nur durch das Vor- 
zeichen unterscheiden. 

Die Gleichungen (9.) und (10.) können wir, wenn wir 

(11.) n = ±l 






(12.) 



zusammenfassen, worin also m, n, ji positiv sind und keiner der "Wetthe 
^^, -^+-0- ^ine ganze Zahl wird. 

Wollte man die letzteren Beschränkungen vermeiden, so hätte man die 
NuUwerthe derjenigen Functionen mit zu berücksichtigen, welche in der 
Gleichung (12.) nur mit ihren Vorzeichen in Betracht kommen. 

Durch die Gleichung (12.) bestimmt sich der zusammengesetzte qua- 
dratische Rest-Character der ganzen Zahl nn in Bezug auf den ganzzahligen 
Modul m, wenn m relativ prim zu 2w ist und wenn man f^ die Werthe 

1, 2, 3, ,.., ^^ 

durchlaufen lässt; hier wird also 3In5 (f^} = ■^^■ 

Setzen wir jt = - ■ ^ ■ - ■ — ii, so durchläuft ji dieselben Werthe wie ft nur 
in entgegengesetzter Reihenfolge. Da solche aber auf die Anzahl der Vor- 
zeichen der Werthe einer Function keinen Einfluss hat, so können wir diese 
Einsetzung z. B. bei dem ersten Gliede der zweiten Seite der obigen Glei- 
chung (12.) ausführen und nachher statt n' wieder fi anwenden; dadurch entsteht 



(13.) 



-K9tnä^9(nä„^of 



Hosted by Google 



BBSTIMMIIHG DES QUADRATISCHEN BE8T-CHAE ACTERS. 340 

Es hat hier v alle ganze positive Zahlen zu durchlaufen; da aber für 
*'^-^^^~ die Glieder der zweiten Seite der Gleichung zu. Null werden, so 
kann man für ein ungerades n die Werthe von v auf die Zahlen 



beschränken. 
Setzen wir 

(14.) m -= ± 1 

und führen den Umtausch von m mit n aus, so geht die Gleichung (t3.) in 



anä,3fega(^-!^^^^ ^ ^m%wi,.,.'^m^~~ 



(15.) 



über, wo wieder 

(16.) , = 1,2,3 it-t; . = 1,2,3 tl 

ist. Beachtet man, dass für jedes der ^^^-^^ hier in Betracht kommenden 
Werthesysteme von ft und v immer entweder ^ — — oder — — A positiv ist, 
so erhält man 

(17.) a„i,,.<Iio((i--^) + an8,„w(-^-i) = ^-^^ 

Die Vereinigung der Gleichungen (13.), (15.), (17.) giebt 



(18.) 



Mi-1 n-l )H~1 n-1 n-\ m-1 



1 — ., / mwi-l ^ g "i + 1 m-l W nn-1 g ^^ + l n-l \ tit-1 _n-l_ 

als Darstellung des allgemeinen Reciprocitäts- Gesetzes der quadratischen 
Rest-Charactere für zwei beliebig positive oder negative Zahlen mm und nw, 
welche ungerade und ohne gemeinsamen Theiler sind. 
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Vorzeichen der AVertlie der linearen Functionen, 

Die mit zwei veränderlichen Argumenten versehenen Functionen, von 
deren Werthen wir hier die Vorzeichen in Rechnung gezogen hahen, sind 
besondere lineare Functionen. Um für die allgemeinen linearen F'unctionen 
zweier Argumente die Anzahl der Vorzeichen ihrer Werthe in einer an den 
Euklidischen Algorithmus sich eng anschliessenden Form zu bestimmen, 
denken wir uns die Function durch geeignete Einführung der Veränderlichen 

auf die Form ^^ ^^^^ gebracht. Hierin sollen m und n positive Grössen, 

a und c aber beliebige reelle Grössen bedeuten. Es soll 

ft die ganzen positiven Zahlen 1, 2, 3, , . ., M 
und V die ganzen poüitiven Zahlen I, 2, 3, . . ., iV 
durchlaufen. 

Für unsere Zwecke genügt es, die Allgemeinheit so zu beschränken, 
dass wir annehmen : der Ausdruck 



werde für kein ganzzahliges v au Null, wenn das ganzzahlige ^ nicht ausser- 
halb der Grenzen 1 und M liegt; 

ebenso werde jener Ausdruck für kein ganzzahliges (t zu Null, wenn 
das ganzzahlige v nicht ausserhalb der Grenzen 1 und N liegt. 

Zur Ermittelung des Werthes von 

wenden wir von einem zwischen m und n aufgestellten Euklidischen Algo- 
rithmus die erste Gleichung 

(19.) m = nh + vr 

an, worin h eine ganze Zahl oder Null, ferner 

(20.) r = ± 1 

und r positiv sei. 
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Um zunächst die Abzahlung in Bezug auf jt zu vereinfachen, setzen wir 

i u—a v — c 1( /7, n""«^) 

l ^ n mv ^ ' n ) 

= —\(i-'kv — tC'—(a — hc — xe)~t(r-^^^ + e—C\\, 



(21.) 



worin e und C beliebige Werthe haben können. 
Treffen wir die Bestimmung 

(22.) c = %^{{a-kc)x\, 

so wird t(ff — Äc)— e, also auch (a~fic)~-xe eine ganze Zahl. Dann kann 
j.J^i:^ + g keine ganze Zahl für ein nicht ausserhalb der Grenzen l und N 
liegendes ganzzahliges v sein, denn sonst würde es für ein solches v ein 
ganzzahliges (i geben, welches die rechte Seite und folglich auch die linke 
Seite der Gleichung (21.), unserer Voraussetzung entgegen, verschwinden liesse. 
Es giebt daher immer einen positiven echten Bruch C, welcher den 
Ausdruck r ~ — -^e—C einen ganzzahligen Werth und zwar den Werth 

(23.) r^~~ + e-C = m^^olir-^^ + e- 

annehmen lasst. 

Die Functionen, deren positive oder negative Werthe auf der rechten 
Seite dieser Gleichung gezählt werden, können also für kein ganzzahliges p 
verschwinden, wenn v einen ganzzahligen, nicht ausserhalb der Grenzen 1 
und iV liegenden Werth annimmt. Dieselben Bedingungen bleiben erfüllt 
für diejenigen Functionen, welche man aus jenen durch Division mit der 
positiven Grösse r ableitet und welche mit den Vorzeichen ihrer Werthe in 
der Gleichung 

(24.) r.-?^^^ + e-C = S[nä^Di('-^^^--^^\-§r«ä3iegf-" " ' "' 

n e_i \ n r I — \ 

in Betracht kommen. 

vSetzen wir zur Abkürzung 

(25.) M" = hv-\-{a-hc-te) + t[r- 
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SO wird also M" eine ganze Zahl und 

ft — ß V — 



6.) 



-((.-tC-Ä"), 



worin C einen positiven ecliten Bruch bedeirtet. 

Unter diesen Voraussetzungen bestellt nun ott'enbar allgemein die 
Identität 



(27.) , 



liWdi-tC-Ä') = jK + ,i;-it + S(iiä9le9(p-cC-iK') 
-M"-anä<)iol(-(i + l-tC-JU"). 



Dividirt man liier die Functionen, deren Wertbe nur mit ihren Vorzeichen 
in Betracht kommen, durch die positive Grösse m und berücksichtigt die 
vorhergehende Gleichung (26.), so erhält man 



»läW ■ 



-U'-i 



Führen wir nach den Gleichungen (24.) und (25.) den Werth von M° hier 
ein und ordnen die Glieder, so finden wir 



M+\-\-c-hv-{a~hc-xe) 
+ a"ä Sit» (*- - - ^'^^ 



(29.) 



+ t 






Summiren wir diese Gleichung tiber die ganzzahligen positiven Werthe 
: 1, 2, 3, ... N, fügen dann auf beiden Seiten das Glied 
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hinzu und benutzen die Identität 

(30.) stei ans M^; ().,«) = sttij stjiiW He, "j + aii sSäWtCc."), 
so erlialten wir die Gleiciiun^ 



(31.) 



ani aiijSiioi j 



+ i;Slni Stiiä!l!o| 



-ihN(l + N) + N(M+i~it)-y{<i-hc-te) 

h ans aSsSütaft^^--^) 



Hierbei haben wir die Voraussetzungen gemacht: 

m = nli + tr, r = ± 1, e = %^\{a-hc)r], 

wo m, n, r positive Grössen sind und h eine ganze Zahl oder Null ist; 

iVi", JV sind positive Zahlen, welche die Bedingung erfüllen, dass der Ausdruck 



für kein ganzzahliges v verschwindet, wenn das ganzzahlige ft nicht ausser- 
halb der Grenzen 1 und M liegt, und dass derselbe Ausdruck auch für kein 
ganzzahliges jt verschwindet, wenn das ganzzahligc v nicht ausserhalb der 
Grenzen 1 und N liegt. 

Diese Bedingung ergab dann als nothwendige Folge, dass auch der 
Ausdruck 



für kein ganzzahliges q verschwindet, wenn das ganzzahlige v nicht ausser- 
halb der Grenzen 1 und iV liegt. 

Die Gleichung (31.) kann dazu dienen, das zu bestimmende erste Glied 
der linken Seite der Gleichung auf das zweite Glied zurückzuführen, wenn 
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nämlich die M, N solche Werthe haben, dass die Werthe der Glieder der 
rechten Seite der Gleichung ermittelt werden können. 

Ergiebt sich — als ganze Zahl oder als eine von einer ganzen ü^alil um 
eine im Verhältniss zu IV genügend wenig verschiedene Grösse, so lässt sich 
das zweite Glied der linken Seite der Gleichung (31.) unmittelbar berechnen. 
Ist diese Bedingung aber noch nicht erfüllt, so wird unter Anwendung der 
folgenden, zwischen n und r gebildeten Gleichung des Euklidischen Algo- 
rithmus eine weitere ßeduction mit Hülfe des durch die Gleichung (31-) 
dargestellten Lehrsatzes erforderlich. 

4. 

Anwendung der allgemeinen Keductionsformel. 

Will man die aligemeine Reductions - Gleichung (31.) unmittelbar zur 
Berechnung der Anzahl der Vorzeichen der Werthe einer linearen Function 
anwenden, so verdient beachtet zu werden, dass man durch geeignete Wahl 
von JY die zweite Seite jener Gleichung erheblich vereinfachen kann. 

Setzt man nämlich zu diesem Zwecke 

(32.) N=mml^^-^), 



(33.) ^:zl^l^^o^^:^^^'^, 

so werden, weil m und n positiv sind, auf der rechten Seite der Gleichung 
(31.) das viertletzte und drittletzte Glied verschwinden. 

Es war e als echter Bruch bestimmt; sind nun auch a und c echte 
Brüche, ist also 

(34.) -Kö;<; + 1, -Kc< + 1, 

so kann, wie unmittelbar zu ersehen, in der Gleichung (31.) auf der rechten 
Seite das vorletzte Glied für f->l, so wie das letzte Glied für 0>-l keinen 
Beitrag mehr liefern. 
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Die Gleichung selbst geht also in 



(35.) 






-ihN(H-N) + lf(M + i-i,)-N(a-hc-xe) 



über, wobei ausser den für die Gleichung (31.) bestehenden und bei ihr an- 
gegebenen Bedingungen noch die Voraussetzungen (32.) und (34.) gelten. 
Beispiel. Es soll der Werth des Ausdruckes 



5«! an!<pi)f(l— tJ-- 



ermittelt werden. 
Zunächst ist 



aiä?o[ 



^ 379 206 J 



wenn man also ji ^ 94 + 1—;*' setzt und nachher ji statt ii' anwendet, ergiebt 
sich 



(36.) 



a^Äiw/i-y-iji) 






£±i_£=i^ 

379 206 / 



Um diesen Ausdruck mit Hülfe der Gleichung (35.) zu reduciren, setzen wir 
379 = 206.2-33, 



also 

m = 379, )i = 206 
a — hc ^= —4 



33, t = -1, 4 = 2, M = 94, a = -J, c = +i 
3iaj(a-/ic)c = Sta3| = ^, ß-4c-re = ~1. 

Nach Gleichung (32.) wird 



379 206 ) 



S'liiW 



= anä SBot 



4.379 206 ) 
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Weil e=>0, c-c+l ist, wird in Gleichung (35.) das letzte Glied der rechten 
Seite zu 0, und die Gleichung geht also für dieses Beispiel in 



(37.) 



9iiiä Mnä^ol - 



-Slns m^o\[ 



= -^.2.51.52 + 51,95 + 51.1 = 2244 



Zur Eeduction des zweiten Gliedes der linken Seite dieser Gleichung 
setzen wir 



M = &1, m = 206, n -- 



h = Q, 



hl, « = |, c = i, 



a-hc = -1, e = %1&{a-U)x = 0, a-hc-xe = -1. 
Nach Gleichung (32.) wird 

In der Gleichung (35.) verschwindet auf der rechten Seite das vorletzte Glied, 
weil a:?>0, c-c + i ist, und das letzte Glied, weil c-c + l, e = ist; die 
Gleichung giebt also für diesen Fall 



Stitä SInä ^dI 



'^k-luV 



(38.) 



+SS^^'(^--i) 



: -^.6.8.9 + 8(51 + ^-^) + 8 . 



Das zweite Glied der linken Seite dieser Gleichung liesse sich mit Hülfe 



33 = 8.4 + 1 
weiter reduciren, man sieht aber auch unmittelbar, dass 



(39.) 



Sing anjSpjf 



l^-i i>\ 



-. ans !Po( 



■ii=±-i\ 
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ist. Die Verbindung der Gleichungen (36.)» (^7.), (38.), (39.) ergiebt 

(40.) sSä £'äM(i--^if--^/-) = 22M + 200-4 = 2440 

als Lösung der Aufgabe. 

5. 

Grenzwerthe mit einfacher Beziehung unter einander. 

Die auf der rechten Seite der Reductions- Gleichung (31.) vorliommenden 
und unmittelbar zu bestimmenden Glieder vereinfachen sieh auch, wenn man 

(41.) If == ;m-l + S(S(-/m), N = in-l + ^m(-tn) 

setzt und für a und c dieselben Grenzen annimmt, welche sich für e durch 
seine Bestimmungsweise (22.) ergeben, nämlich 

Man erhält hier, wenn man auch die bei Gleichung (31.) angegebenen 
Voraussetzungen über das Nichtverschwinden der linearen Functionen be- 
achtet : 

fi-a v-c ^M-a ■ZV+2-C ^ l-%^{-tm) + a X + 'ä'^{-tn)-c ^^ 
m n ^^ m n ni n ' 

worin ^^M, )'>iV+2 ist; 

H-a v-c ^ M+2-a N-c _ 1 +^m{-~-tm)~a l-^SÖ{~tn) + c 



worin (t>jlif+2, v^N ist; 
1-«-« v-c ^ 



-<:0, für (1^2, v^i 
für v>l, e>2. 



Aus diesen Beziehungen ergiebt sich unmittelbar, dass die Reductions-Glei- 
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cliimg {3 1 .) die einfachere Form 
f 



(43.) 









/ M+l-a 
\ m 



annehmen kann. Ausser den bei (31.) angegebenen Bedingungen gelten hier 
auch noch (41.) und (42.). 

Die Gleichung (43.) hat im allgemeinen Falle die Bedeutung einer Zu- 
rückführ ungs-Gleichung des ersten auf den zweiten Ausdruck in der linken 
Seite der Gleichung. Für den besonderen Fall 

Ä = 0, r = +l, r = m, e = a 

stellt sie ein ßeciprocitäts- Gesetz in der Form 



(44.) 






' fi — a v — c ^ 
, m n ) 

'V — G f[ — ß^i 



+ anä^oI - 



unter denselben Voraussetzungen, welche vorher angegeben sind, dar. Diese 
Gleichung hätte man auch, ohne Zuhülfenahme von (43.), aus der Identität 
(30.) und aus dem Satze, dass von zwei, mit entgegengesetzten Vorzeichen 
versehenen, nicht verschwindenden reellen Grössen eine positiv ist, ableiten 
können. 

Besteht der anzuwendende Euklidische Algorithmus aus einer grossen 
Anzahl von Gleichungen, so würde der Lehrsatz (43.) für jene Gleichungen 
eine Reihe von grossen zu berechnenden Zahlen ergehen, welche in der 
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schliesslichen Lösung bis auf eine einzige sieh gegenseitig aufheben. Die be- 
treffenden Theile erkennt man aber, wenn man 

(«•.) a = ir-T + ass (-(!■) 

setzt, unmittelbar aus den Gleichungen 

iItN{l + li) + N(M+i-i<:) = +l|«"+aSS(-((i>)||W-S18(-te)| 

(46.) { +i«S8(-(t») + JiSt8(-<«) 

+ |i-si!B(-(».)llj-aa3(-ta)| 

-i + i'|l-«M(-'")|äI8(-'») 
(46.) -Nia-ch-te) = t(cm-an) + it{en-cr)-(Jic~a + te)\l-ti!e(-tn)\. 

Die auf diese Glieder der rechten Seite der Gleichung (43.) folgenden beiden 
können in die für die Berechnung übersichtlicheren Ausdrücke 



(47.) 



(48.) ältj S 



ä^i SPD| |- ,1 - o + aSB (-(«•) + * [c ~ SIS (- hl)] + tr "-^'»(-' H.j 



umgewandelt werden. 

6. 
Einfache Formen der linearen Function. 

Bei der Bestimmung des quadratischen Kest-Characters treten die linearen 
Functionen auf, in welchen a und c keine andere Werthe als oder + -k- 
haben. Auch die Grenzen M und N der Argumente (t und v besitzen die 
einfachen Werthe, welche sich aus (41.) für t = -^ ergeben. Die Grössen 
m und n sind dann ganze positive Zahlen ohne gemeinsamen Theiler und 
durch diese Eigenschaft werden die oben bei Gleichung (31.) ausgesprochenen 
Bedingungen über das Nichtverschwinden der linearen Functionen erfüllt. 

Die Gleichung (43.) kann nur dann zur Eedaction der zu berechnenden 
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Grösse dienen, wenn m grösser als n und n grösser als r ist. Wir machen. 
also für die folgenden Untersuchungen die Voraussetzungen: 



9.) 



in und n positive ganae Zahlen ohne gemeinsamen Theiler 
m :=*«:>»•:> 0, m = n^ + iT, c = ± 1, h ganze Zahl 
ß = oder =^ +|^, c == oder = -1-^, e = ©(Äc — a) 



Für !> < iV" wird 



(50.) %n^t%{^^^^-^-'^^-^ = i^ 



Für V > 1 wird 



und daher 

(51.) 9i|ä^Dl(~^-- 

E3 ist: 

also 

(52.) ^^^9(^ + 7) = 0. 

Auf der rechten Seite der Reductions-Gleichung (43.) bleibt noch ein Glied 
zu bestimmen. Ersetzen wir darin die Veränderliche ^ durch M+1— ^, so 
entsteht 



(63.) 
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Ist nun ^(-ö-")~Yi ^° '^^'^^'^ ^'^^ P-—^ iii Folge der Voraussetzungen über 
die Grenzwerthe von a und c 



also nach Gleichung (53.) auch 

(54.) 9[iii$offJ^- ^^ j = 0, wenn S(4k) ^ ^ ist. 

Für c = und (t ^ 1 wird 
lt-^(im) + a ^(iw)-c ^ l-a3(^m) + (t SB(i«)-0 ^ l~i+0 Q-Q ^p 

also nach (53.) auch 

: 0, wenn c = ist. 

Wir haben noch den Fall S9 [-|- m] = , c = i zu betrachten. Da hier 
n gerade ist und m mit n keinen gemeinsamen Theiler besitzt, so wird 
SSf-n-»») = -ö-i ^^^"^ ^^s (53.) jetzt 

Wegen der Gleichung m ^ HÄ + r»" kann man 
(57.) _üi:i±i5- + J_ = Ji|_ji + (^Ä-« + re) + |-Efe-~')! 
setzen. Da e ^ oder ^ +— und -o'-cw ist, so wird 

Im vorliegenden Falle ist e = ®(cä— «) = S/^ä— a), also wird die Grösse 
^h — a-hte oder cÄ — ö + re 
gleich einer ganzen Zahl oder gleich Null. Sie kann daher nicht negativ 
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sein, weil sie wegen /oO und wegen der Werthe von a imd e sonst gleich 
— -T- sein müsste. Sie kann aber auch nicht grösser als M sein. In der 
That ist im gegenwärtigen Falle 

M = \m-l^-^i^m) = ^m-l + l = ^nh + ^tr-^, 
also 
M~{\h-a + te) = 4;i(«-l} + r(i?--e)-i + «>|(n-l)-i*--i>i0»-r)~l^-^. 

Da aber der Werth von M—\-^h — a-^xe\ sich zuvor als ganze Zahl 
ergab, so muss er, um der zuletzt gefundenen Beziehung genügen zu können, 
Null oder eine ganze positive Zahl sein. Es wird demnach 

Sfitä5|3ofj-ft+(^Ä-ß + re) + ^-i:(e-^jj = ^Ä-ß + re = ch-a + xe 

und mit Eücksicht auf die Gleichung (57.) auch 

(58.) SInä^Df(j^- "^"^J"" -) = c^'-t + '^e, wenn S(i«) = 0, c = ^ ist. 

Die drei Gleichungen (54.), (55.), (58.) können wir gemeinsam durch 
die eine Gleichung 

(59.) s^^^odt^^ '^"'")!~ ~) = 2c(l-293(^K))(cÄ-ö + re) 

darstellen. 

Mit Hülfe der vier Gleichungen (50.), (51.), (52.), (59.) erhalten wir 
die Reductions-Gleichung (43.) in der Gestalt 



(60.) ^ 



^lhN{l-\-N)-\-N{M^^~i^x)~IS{a-'hc-te) 
+ 2c(l-2a3(i)j))(cÄ~« + rc) 
- i Ä iV (1 + A) + iV ( ilf + ^ - .,^ r) 
+ (Äc-a + re)(iV+2c-4caj(^)?)), 

wobei die unter (49.) angegebenen Voraussetzungen gelten. 

Für diese Voraussetzungen finden wir aus der allgemeineren Gleichung 
(44.), wenn wir die Gleichungen (50.) und (59.) berücksichtigen, als Reci- 
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procitäts-b: 



(61.) 



+ atiiä 2(tiä?ol 



,f(r__l_ " y . 
\ m n 



^i 



= MN+ 20(1-2^(^11)) (ch-a + xe). 



Einfache lineare Functionen der ersten Form. 

Die in der Reductions-Gleichung (60.) auf der zweiten Seite vorkom- 
menden von ö, c und e unabhängigen Glieder kann man, wenn man die 
Werthe von M, N und R in (49.) berücksichtigt und Alles auf geeignete 
Weise anordnet, in 

+ HM + ^i^m))(N-?8i^n)) + ^viN+^{isn)){E~^i^r)) 
^'' > +^S8(im) + ^i:S(^H)-i + i^«(^«) 



-i(iV+S8(itt})(»Ä + r»--m) + ^Ä(^-S(in))SS(^«)+(^-«(^»i))(^-S8(iH)) 

umformen. Hier verschwinden die letzten drei Glieder; denn es ist der Vor- 
aussetzung nach 

nh + tr-m = 0; 

ferner hat Sfyw) den Werth oder +-2-, also ist 

(63.) (_^-mhn))m^) = 0. 

Schliesslich können der Voraussetzung nach m und n nicht zugleich gerade 
sein, also ist 

(64.) (^-«(jM))(4^SÖ(i«)) = 

und ebenso 

(65.) . (^-SS|,0(i-SU) = 0. 

Die auf der zweiten Seite der Reductions-Gleichung (60.) noch vor- 
kommenden übrigen Glieder verschwinden, wenn a und c den Werth Null 
haben, denn dann wird auch ^{hc-a), das ist e zu Null. Wir erhalten 
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',"„' ,„ „V = U(-M+a(i«>))(S-»(i»)) + lt(if+»(J«))C-B-S(if)) 

bei den unter (49.) angegebenen Voraussetzungen, so weit diese nicht a, c 
und e betreffen. Die zu ß = = c gehörige Form heisse die erste Form 
der linearen Function 



Einfache lineare Functionen der zweiten Form. 

Um die verschiedenen Formen der Gleichung (60.) für alle Werthe- 
systeme der a und c übersichtlicher darzustellen, setzen wir 

(68.) S(fl,c) = ans änäißof(- 

Es ist also im vorigen Artikel der Werth von 8(0,0) ermittelt, und wir 
haben nach (60.) noch 

(69.) S(ff,c)-S(O,0) = (cA-fl + re)(iV+2c-4cSB(in)) 

zu bestimmen. 

Für das der zweiten Form der Function (Ö7.) entsprechende Werthen- 
System 

(70.) a = S8(^w0, c = S8(i«) 

ergiebt sich aus den Gleichungen e = 33(Äc— o) und —tr = nh—m unmittel- 
bar, dass auch 

wird. Zunächst lässt die Gleichung (63.) den zu untersuchenden Ausdruck 
sich vereinfachen, weil 

2c-4c8(i») = 4. (1-18(1«)). S(i II) = 
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wird. Setzt man die Wertlie von a, c, e, iY ein und ordnet Alles auf ge- 
eignete "Weise, so erhält man 

(cÄ-(i + re)(-N+2c~4cS8(in)) 

~a-®a'«))a-58a«)) 

+ r(i-S8a«))(i-S8(ir)). 

Die letzten vier Glieder yerschwinden hier in Folge der Definitions- Glei- 
chung für r (49.) und der Gleichungen (63.), (64.), (65.); wir erhalten also 

l S(SS(im),S8(iii))-S(0,0) = +|(m-l)58(i«)-i(tt--l)«(^m) 
(72.) I +ix{n-l)^ar)~^t(r-l)^i^n) 

unter den bei der Gleichung (66.) angegebenen Voraussetzungen. 



Einfache lineare Functionen der dritten und vierten Form. 

Es bleibt noch die übersichtliche Anordnung der Glieder der Eeductions- 
Gleichung auszuführen, wenn weder a = = c noch a = ^\-^m\^ c = ^(y**) 
ist. Aus der Bestimmungsweise (49.) für e ergiebt sich, dass nicht zugleich 
c = = e sein kann, weil sonst auch a = sein müsste, und dass ferner 
auch nicht zugleich c = 33 (y«) und e = ^[-^A ^^^^ kann, weil sonst auch 
ö=S3f— mj sein müsste. 

Da also weder zugleich 

j = « = c = «(Jm) = S8(i«) 
noch zugleich 

^^c = e = 58(i«) = S8(i»-} 
ist, so wird 

(73.) «c99(^w).58(i«) = = ce^{^n).^{ir). 

Es kann nicht zugleich a = = ^{^m\ sein, weil sonst nach der Vor- 
aussetzung dieses Artikels c — -^ und, wegen n relativ prim zu m, auch 
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53/i-MJ=y sein müsste. Dieser Satz wird darch die Gleichungen 

(74.) a-«)(i-sam}) = = a-c)ö-s(iw)) = a-e)a-58(i»-)) 

dargestellt. Ist a = 0, so muss also c = -g-, 23(-T-»t] = ^ sein; ist ^(~n\ = 0, 
so muss ebenfalls c = -^, fSi-^mj =-^ sein; das heisst, es ist 

(75,) a-a^an)){l-c^i^m)) = = (i-cS(|r))(^-e93(^»))- 
Die Verbindung dieser Gieichung mit (73.) ergiebt noch 
(76.) oS8(^n) + c«(iJ») = i, (76*.) c^(J»-) + e^(*w) = f 

Die Gleichung (70.) unterscheidet, wie leicht zu sehen, die in diesem. 
Artikel zu betrachtenden Werthe der a und c von den in den beiden vor- 
hergehenden Artikeln für o und c vorausgesetzten Werthesystemen. 

Nach Einführung des Werthes von N können wir den zu bestimmenden 
Ausdruck in 



(77.) 



(Ac-a + ve)(JV+2c-4c58(^w)) 
: ^mc~a{^n-^i^n)) + ^vne-tc{^r-^{^r))~it-hc^{^n) 
-i(hc-a + te)i^-c)a-^an)) 
+ ^c(nh. + xr-m)-i-x(^-c^(^r)~e^{^n)) 



umgestalten. Die letzten drei Glieder der zweiten Seite dieser Gleichung 
verschwinden in Folge von (74.), (49.) und (76*.). 

Aus der Eeductions-Gleichung (60.) oder (69.) erhalten wir daher 

(78.) S(«,c)-S(0,0) = ^mc-a{^n-^(^n)) + ^tne-tc{^r-B{^r))-lx-hc^i^n), 

für welche Gleichung ausser den bei Gleichung (49.) angegebenen Voraus- 
setzungen auch noch (7ö.) gilt. 

In diesem und den beiden vorhergehenden Artikeln haben wir für a, c 
Werthesysteme betrachtet, welche aus und +-^ gebildet werden können. 
Die Anzahl dieser Werthesysteme beträgt vier, in welchen zusammen sowohl 
a wie auch c zweimal den Werth und zweimal den Werth H-y annimmt. 
die Summe der vier Werthe von a beträgt also + 1 und die Summe der vier 
Werthe von c ebenfalls + 1 . 
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Im Artikel 7 haben wir das Wertliesystem a = o = c, im Artikel 8 
das Werthe System a = ^i-jm), c = ^(y«) betrachtet. Beide Wcrthesysteme 
sind von einander verschieden, weil ^(-ymj nnd ®[y«) nicht zugleich ver- 
schwinden können. In dem laufenden Artikel haben wir also zwei von 
Jenen beiden und auch von einander verschiedene Wcrthesysteme, welche 
wir mit {a, c) und («", c") bezeichnen wollen, erhalten. 

Es wird dann also 

(79.) ff' + a" + S5Cim) = 1, c' + c" + ^(|k) = 1 

und durch dieselben Betrachtungen ergiebt sich 
(80.) e'+e" + 58(i»-) = 1. 



Beziehungen zwischen den Vorzeichen der vier linearen 
Functionen. 

Die Gleichung (66.) können wir mit Benutzung von (49.), (64.), (65.) 
und (68.) in der Form 

I S(0,0) = +^MN+^KNM-i(m-l)^qn) + ^(n-l)^(^m) 

darstellen. Vergleichen wir diese mit (72.), so erhalten wir 
(82.) S{a3(^m),^(i«)) + S(0,0) = MN+xNH. 

Denken wir uns die Gleichung (78.) für die Wcrthesysteme («', c') und 
(a", c") aufgestellt, addiren die beiden so entstandenen Gleichungen, fügen 
noch die mit 2 multiplicirte Gleichung (81.) hinzu und berücksichtigen (64.), 
(65.), (79.) und (80.) so finden wir 

B{a;c') + S{a",c") 
: +MN+XNM 
(3.) { +(ni-l)(^~^ (i «)) - („ _ 1) (^ _ 33 (^ m)) 

+ r(«-l)(i-S8(ir))-r(r-l)(^-S8(^«}) 



Hosted by 



Google 



368 BESTIMMUNG DES QÜADBATISCHEN EEST-CHAEACTEE3. 

Die beiden Formeln (82.) und (83.) hätte man auch unmittelbar aus 
den für 

bestehenden Gleichungen 

(84.) %^ ^nmi- — --ii^- ^ ^'-^ ' } + Sfna 9tnä5!ßoS(-^-— ) = MN 



«i;,ÄM(^-ji^i±5M^ 



B^M) 



: (ilf~l + 253(-^»B))(jV+l~3a3(^»)) 



ableiten können. Die durch (S4.) und (85.) dargestellten Lehrsätze ergeben 
sich aus der Betrachtung der einander zu M+l und zu N+1 in (84.), bez. 
zu M+^-^Bi^mj und zu IV+2-2S3[~«J in (85.) ergänzenden Argument- 
werthe der beiden jt und der beiden v. 

Die Gleichungen (84.) und (85.) gelten, wenn m und n positive ganze 
Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind und wenn für den Fall 

S8(^m) = 0, se(fK) = i, 

in Gleichung (85.) die Zahl m grösser als n ist. 



Summation für den Euklidischen Algorithmus. 

Um die ganze Reihe von aufeinander folgenden Gleichungen eines Eu- 
klidischen Algorithmus untersuchen zu können, gehen wir von unserer bia- 
herigen Bezeichnungsweise zu einer neuen durch die Gleichungen 

(86.) 

Über, so 

(87.) 



n = t 




h = *„ 


r 


M = 


M,. 


„ S = 


M, 


.-, = 


m,h 


+ mo+iJM;,^ 




M, = 


i«. 


-1+Si(} 


»,) 
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für jedes a wird, i^criier wollen wir 

(89.) a = m^o<,^.), <= = ^a^,), e = 58^«,,,) 

setzen, worin «jg_,, w^, w^_^^ ganze Zahlen sind, für weiche die Gleichung 
e = ^(hc — a) erfüllt sein niuss. Diese Bedingung wird hergestellt und die 
gegebenen Werthe von a und c erleiden keine Beeintiussung, wenn wir die 
iff durch die Gleichung 

(90.) tv^-t ~ ic^h^+m^^.^Wi^+, 

verbinden. Es ist also entweder 

erstens entsprechend den Annahmen des Artikels 7 jedes w gerade 
oder zweitens ensprechcnd den Annalimen des Artikels 8 : w — m für 

jedes a 

oder endlich drittens entsprechend dem Artikel 9 

(91-) «(l^.-,)-«{i'".) + a5a%).«a"V,) = i 

ebenfalls für jedes a, und zwar giebt es für diesen letzteren Fall zwei 
Werthesysteme v und u von m>, welche nach (79.) und (80.) für jedes o die 
Gleichung 

(92.) ^(^i'cj) + S(^Ma) + ^(^™<3) = 1 

erfüllen. 

Indem wir jt^ die Zahlen 1, 2, 3, ... M^ 
ferner fi.^_^ die Zahlen 1, 2, 3, ... M^_^^ 
und jedes v und v alle ganzen positiven Zahlen durchlaufen lassen, setzen wir 

T(o,e«) =: 3Inä^,.1p«f j(f*,-,-i8a^<^,_,))^-(^,-a5(i^^a))^j 

= 3inä.,,,MJi-(^'.^,+^(i«'V.)~S(^».-.))^-(^."3i(i!0)-^| 

T{o,tv) = S(uä,,.^Dij((.,~SÖ(^.,))^-(x^,_,~Sa««,_J)^j 

= 9Inä,.¥D|ji-(i',+ S(i«;„)-S8(Jm,))^-(v,_,-93aM',_J)^j- 
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Für jede dieser beiden Functionen kommen also vier Formen in Betracht, 
welche den zuvor angegebenen vier Werthesystemen der to entsprechen. 

Indem wir für 3)E keinen anderen Werth als ± 1 zulassen, setzen wir 



Haben wir nun eine Reihe von aufeinander folgenden Gleichungen (87.) 
des Euklidischen Algorithmus, stellen wir für jede derselben die einzelnen 
ßeductions - Gleichungen (82.), (83.), (78.) auf, multipliciren diese mit Wt^ 
und Summiren von a ^ X bis a = x, so erhalten wir nach Fortlassung der 
sich gegenseitig unmittelbar aufhebenden Theile 



(95.) 



K^.Tlx+l, 0)- 



m„,T(x + l,»i) 



ffl,,T(J,o) + SK,T(»,i»)- 

m,T{l,t.) + re,T{l,B)-W,t,T(»+l, t.)-ä)!„T(x+l,«) 
= äSi ■ (ill,,_,-l + 2S(i«i,_,))(JM, +l-28(i»i,)) 
-W„, (M,_ - 1 + 28(J».,)) ■ (M„, + 1 - 2!S(i«>.„,)) 
![S,T(»,!.)-ä)!,T(l,0)-aii,„T(«+l,i.) + a)i„,T(x+l, 0) 

= +iäK, • %_,!S(i!),) -äK, . (i»ij-i8(i»i,)) • SBC4«,_,) 
-i»«.>». ■ BS»„,) + 3«„,(ii»„,-i8(i«!„,))S8(i«.) 



+ iS,ä 



-Sä«,.4,.SB(ii>j).S8fti»a) 



und eine Gleichung, welche aus der letzteren dadurch hervorgeht, dass M 
überall an die Stelle von v tritt. 

Diese Gleichungen können dazu verwendet werden, die gesuchten 
Zahlen T zu bestimmen, wenn man den Euklidischen Algorithmus so weit, 
bis der Rest entsteht, fortsetzt; die vorhergehende Gleichung wird dann 
den Rest ± 1 enthalten. Es seien die beiden letzten Gleichungen 



Aus den Definitions-Gleichungen (93.) ist unmittelbar zir ersehen, dass 
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hier die acht Zahlen T, T', welche den Index x+1 haben, zu Null werden. 
Wir erhalten demnach zur Bestimmung der ersten vier Zahlen T die Glei- 
chungen 

■ T(A,0) + T(A,™) = Mi,^,Mi_ 
T{X,v) + T{l,zi) = (J14_,-l + 2S(iffi,_,))(i(f,+ l-2S(^w,)) 



(97.) 






und noch eine vierte Gleichung, welche aus der letzten Doppelgleichung 
durch Umwandlung des w in m abgeleitet wird. 

Lassen wir X einen gegebenen Zablenwerth annehmen und treffen die 
Bestimmungen ; 



8.) 



= +1, ää(iiV,) = J-äJ(J%_,), 8(i»,) = i, 

ä>(l%^.) = i, !8{i«,,) - i-SlimO, 

so beschränken, wir dadurch die Allgemeinheit nicht, eriiillen die Gleichung 
(92.) unmittelbar und die Bedingungsgleichung (91.), indem wir die v oder 
auch die u als die Werthe der w betrachten. 
Setzen wir zur Abkürzung noch 

(99.) i?,_, = lf,_, (1-2 SB (Im,)), »j = 2I4(1-28(}|»,_,)) 

( H(»,») = (l-28(i%))|*,S(i«,)-a(J»,_,) + in,,.„se(i!),,„)|2S(l„,) 
= (l-28(J»i,))jj*, + ltt,„!8(4ij)| 
H(J,«) = (l-2S(i.»,))|»,SS(J»,)^f8(i«,_.) + m„,S(i«,„)|2S(i»J 
= (l~2!8(i».,))|,i;,,-i + m,„»(i*,.-i)| 



(100.) 



(101.) 



+ 4Fj = -SäB.-''a-2Sä(ii>,).28(J»i„)+ S älij + mn + SjV;. 
-iV, = -Sa«o-*».2>8(l".).2!e(JO%)+ ji äl!,+ l-.j%,-2i',_„ 
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SO erhalten wir aus den Gleichungen (97.) jetzt 



(102.) 



T(1,0)+T (»,>«) = 214.,JKj 
T{j,i>) + T(a, «) = -M)..,Hi + -Wj_,-i»"i 
T{l,»)-T(l,0) = -N, +Fj 
T(A,i.)-T(»,o) = +Ni_,-ni 



und aus (61.), (86.), (89.), (98.) zur Bestimmung der Zahlen T' die Gleicliungen 



(103.) 



T'(J,0) +T(1,0) = Mi_,M, 
r(J,i»)+T(J,m) = IK"i.,afi 
T'(a,!i) +T(A,ti) = M,_,M, + R(i,t,) 
T'(1,»)+T(J,«) = i!fi_,Jtf, + H (»,»). 



Die Auflösung der Gleichungen (102.) und (103.) hat die Form 



(104.) 



8T (J,0) = 2T'(A,«.) = II,_,Mi-r, + Ui 

2T {),,m) = 2T'(J,0) = M,_,m, + V,-U,, 

2T (J,«) = il4_,21fj-2S, +Fi+;7i 

2T (A,«) = Äi_,»,+ 2JNi.,-Fi-D, 

2T'(a,«) = Jf,._,J»i + 2H(J,«) + 2i;. -Vt-Ui 

2T{X,u} = U,_,Äj + 2H(J,l.)-2If,_, + F, + D;. 

Die Definition (93.) der T und der 1" in Verbindung mit den Fest- 
setzungen (98.) über die v und u ergiebt 

T(l,!.) = S!nä.,.MJj-(n-, + i-2ffl(}».,_,))^-(n-sij 

1(1, u) =ms„^«i^^i-(f,-, + i- i8(i»i,.-,))^-(n-ä + 8(i«,))^j 
T'Cl,-) = 8Ini,,,wji-(«,, +ä- S(j»,)) .i-_(„,_.-j + <a(j,„,.,))-i-j 

r(j,«) = sa,i,,,M{j-(n +i-2S(i».,)) • -^ -(„._,-ö-i-j, 

worin i'^_, und v^ alle ganzen positiven Zahlen als Werthe anzunehmen haben. 
Durch die Betrachtung der verschiedenen Verbindungen von geraden und 
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ungeraden AVertlien für m^_^ und für m^ findet man demnach 

a%,.w|i-(n-.-i);^-(n-aJ^| 

= 2»(l'"i-,)-(l-S3(i%))-T(A,t.) + 2i8(Jm,).(l-iB(l»v,))T'(J,») 

= 2a3(4'«i-,)-(i-ä)(i»>i))T{i,») + 28(i%).(i-e(i»,_,))T'(j,»). 

Hieraus und aus der Bedeutung (93.) von T(i,0}, T(A,m} erhält man, 
wenn man die in (10 4.) gefundenen Werthe benutzt: 

2anä,,.,w|i-(..,._,-S)(})K,_,))-5 „j.il _ M,,_,M^-r,+ U, 

2««i„^«\k-v,_,.~ („,_S(i».,))-!-| = «._,JKj + F,-I7, 

2anj,,.<p«lJ4-(n-,-Ö^-(n-i)^| = M,_,M,+F, + n, 

2Stn!,.,!Po(jl-(r,_,-i + a(i».,_,))~--(n-i + S(i.»,))^j 

= a?i_,itfi + 2JS'i_, + 2J4-Fj-!7,. 

Die Gleichung (12.) und die Definition (93.) der T und T' ergiebt un- 
mittelbar 

= n,|T(i,«)-T(i,0)|2S(ä%_,) + %|T(l,».)-T(A,0)i|l-2S8(i».,_.)| 



(105.) 



(106.) 



+ i(l-n,)JK;_ 



: n,_,|T'(J,ii)-T'(A,0)|2a(ii«,) + itj_,jT'(l,m)-T'(,l, 0||l-2!8(J%)j 

+ i(i-ii,_,)jrj, 

worin 

ilf,_, = J»ii.,-l + 8(i»ijj, Jlf, = }%-l + 8(J»i,), n,_, = ±1, n, = ±1 
fti^, = 1, 2, 3, . . . Jlfj_,, (i.( = 1, 2, 3, . . . Jfi 
zu setzen ist. 
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DuTcli Einführung der Ausdrücke (102.) für die T und T' in die Glei- 
chungen (106.) erhält man 

(107.) i S^"ä.^^93I^(n.%f...,-^) 

Hierbei gelten also ausser den nach den Gleichungen (106.) angegebenen 
Voraussetzungen auch noch die folgenden: 

»Bj und Mj ohne gemeinsamen Theiler, ?n^^^ >- m^ >- ] 

für ffjj_j und )m^ ist ein Euklidischer Algorithmus mit beständig ab- 
nehmenden Resten durch Gleichungen von der Form (87.) bis zu den beiden 
Schlussgleichungen (96.) gebildet; 

von den Anfangswerthcn (98.) der v und u ausgehend, ist, so weit wir 
die Untersuchungen bis zu dieser Stelle geführt haben, die ganze Ueihe der 
Werthe der v und m nach Vorschrift der für w angegebenen Gleichung (90.) 
bestimmt; 

die Reihe der Grössen 9H ist nach Vorschrift der Gleichung (94.) und 
mit Rücksicht auf die erste der Gleichungen (9S.) ermittelt; 

es sind iVj_, und JVj nach (99.), Kj und f7^ nach (JOl.) berechnet. 

Die gesuchten Anzahlen der positiven Werthe der vier einfachen linearen 
Functionen ergeben sich dann ans (105.) und die gesuchten Anzahlen der nega- 
tiven absolut kleinsten Brachreste aiis den Gleichungen (107.) und (108). 

Für den Fall, dass der Nenner m^_^ gerade und tt ^ + i ist, folgt aus 
(107.) und (105.) 

2lnä,,9ie33IS9(m,ft_,-^-) = V,-U,~M,_,M, = i(%_,-2).U«*.- 1) (mod. 2). 

Ist aber der Nenner m^ gerade und U^_^ = + 1 , so folgt aus (108.) 

9tnä,. mtQ at^ (ska-i fi-^) = Ui~V^ = Jfj_, Jij = I (m^., - 1) . I {m>_ ~ 2) (mod. 2). 
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Die hier gefundene Eigenschaft der Anzahl der in den Brüchen 



vorkommenden negativen absolut kleinsten Bruchreste, dass sie nämlichj wenn 
m gerade positiv und n positiv relativ prim zu m ist, gleichzeitig gerade 
oder ungerade mit der Zahl ^5— --^i— wird, hätte man auch unmittelbar 
daraus ableiten können, dass die absolut kleinsten Bruchreste zweier zu der 
Hälfte einer ungeraden Zahl sich ergänzenden gebrochenen Grössen gleiche 
Vorzeichen haben. 

Ist der Nenner mj_, in (107.) oder der Nenner Mj, in (108.) ungerade, 
so bestimmt die durch die betreffende Gleichung gefundene Anzahl der ne- 
gativen absolut kleinsten Bruchreste bekanntlich den zusammengesetzten qua- 
dratischen Eestcharacter bez. der beliebigen Zahl 11^ m^ für den Modul mj^_j 
oder der beliebigen Zahl nj_,m^_, für den Modul m^. 



Gerade und ungerade Reste im Euklidischen Algorithmus. 

Bei der bis jetzt erhaltenen Bestimmungsweise (105.), (107.), (108,) der 
gesuchten Zahlen bedarf es noch der Ermittelung der Reihen der Grössen 
r, M und Wt in den Summen, von welchen die F,, U^ in (lül.) abhängen. 
Es sind v und u die beiden Werthesysteme von w, welche die Gleichungen 
(90.) und (91,) erfüllen, Ist 3»(i-m\= 0, so wird Sß^j.w} = ^■ 

Um SfyMjJ bei einem ungeraden m^ kennen zu lernen, betrachten wir 
erstens den Eall 

m^ = 1 = ««^^, (tood. 2) ; 
hier mnss 

tv^^,-w^= 1 = (>t + I)-'> + (l + '»^)Ä^ (mod. 2) 

sein, weil weder w^^ und tv^ zugleich gerade noch zugleich ungerade sein 
können. 

Zweitens sei 

m,,j = (mod. 2). 
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Uann müssen aUo w^, m'j,_j und ni^,^., ungerade und demnach 

s (^ + 1) - (^ -^ 1) + (1 + m.^_,) h^_, + (1 + m^) h^ (mod. 2) 
werden. 

Beide Fälle können wir in die eine lieii-el zusammtintassen : Wenn m 
und wijj ungerade sind, so wird 

(109.) Jüg - w = a - (^ + 2 (1 + »«i ) ^*i (mod. 2). 

')' = ? 

Die Verallgemeinerung dieser Congruenz auf beliebig grosse Werthe von 
^ — cp ergiebt sich durch das Beweisyerfahren der vollständigen Induction. 

Beachtet raa,n, dass (l+m^')k^ = ~l wird, wenn k^ ungerade und m ge- 
rade ist, so sieht man, dass dieser Satz (109.) sich in folgender Weise aus- 
sprechen lässt: 

Sind in zwei Euklidischen Algorithmen mit ganzen Zahlen 



•»(,-. 


= 


«li^ 


',hi- 


I -i- Wi, ■ 


»«t-. 


~ 


•"+ 


*t 


+ m^,. 


»4,-, 


= 


»j,- 


\- 


^ + m^ ■ 


»♦-. 


= 


»(, 


h^ 


+ ni,j,+i' 



die entsprechenden Quotienten . . . hj^_^, h,... identisch und weder 
die Reste in dem einen noch in dem anderen Algorithmus alle 
gerade, auch nicht die entsprechenden Reste der beiden Algo- 
rithmen sämmtlich zugleich gerade oder zugleich ungerade, 

so entspricht einem geraden ßeste m^ (beziehungweise ic.) des 
einen Algorithmus ein ungerader Rest w,, (beziehungsweise m.) 
des anderen Algorithmus, 

und entsprechen zwei ungeraden Resten z.B. m , m^ des einen 
Algorithmus in dem anderen Algorithmus zwei Reste w , w^, deren 
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Unterschied w^ — w gleichzeitig gerade oder ungerade ist mit der 
Anzahl der zwischen diesen beiden Kesten vorkommenden Quo- 
tienten 

\, \+n ■■■' ^'a-2, K-x, 
wobei jedoch diejenigen unter ihnen etwa vorltommenden unge- 
raden Quotienten h^, welchen gerade Divisoren m^ in der Reihe 



zugehören, nicht mitzuzählen sind. 

Beachten wir, dass in der Congruenz (109.) aus der Summe das Glied 
(l +m )A , weil m ungerade ist, fortgelassen werden kann, und nehmen wir 
für m eine ungerade unter den beiden Zahlen mj_^, m^, so erhalten wir nach 
den die Anfangswerthe Vj^,, '«;^_,, «2' **i betreffenden Festsetzungen (98.) allge- 
mein bei jedem o, für welches m^ ungerade ist, 



(110.) 



^^l + o-zl+^S {l + m^)h^ (mod. 2) 



(111.) 



-A+ S (l + )«i)Äi (mod. 2). 



Zeller's Vorschrift für die Ausrechnung. 

Wenden wir die allgemeinen Sätze auf den besonderen Fall an, dass 
alle iteste im Euklidischen Algorithmus positiv, also die m^ = + 1 ge- 
nommen sind und dass die erste Zahl ni-^_^ ungerade ist, so erhalten wir 
einen Beweis für die von Herrn Zeller aufgestellte Regel*) zur Bestimmung 
des quadratischen Rest-Characters. 

Nach den Festsetzungen in (98.) wird hier 

S9(|m,_J = i, S(i«,_,) = 0, ^{iv,) = k 
und, wegen 111^ = +! für jedes 0, nach (94.) noch 



*) [Nac!iric!iten der Gesellschaft d, Wis 



1 Göttiugen, 1879, S. 197—316.] 
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Setzen wir 
(112.) p' =^^(^-lf-'h,.2^(^v,).2^am,)+2^{l±^^ 

so ergeben die Gleichungen (107.) und (lOl.) für diesen Fall 

(113.) ^m^^tcim{^m,!i,_,.-~j = n = H^.-1-p'). 

Der Euklidische Algorithmus hat die Form 



«3- = '^^K 


+ '«0 


n, = m^^, h^. 


-l+Wg 


«x-t = '«.*x 


+ wij, 


», = *»v+,Ä-,. 





Mit Anwendung der Congruenz (HO.) folgern wir aus (112.) und (113.) 
die von Herrn Zeller aufgestellte Regel: 
))I) In der Reihe der Quotienten 

wird jeder ungerade Quotient Ä^, dessen zugehöriger Divisor m^ gerade ist, aus- 
getilgt und jedem folgenden Quotienten ±Ä^+,, ±h ,..., ±h das entgegenge- 
setzte Vorzeichen von seinem ursprünglichen positiven oder, wenn er durch ein 
solches Verfahren schon eine Vorzeichenänderung erlitten hatte, das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von demjenigen gegeben, welches er schon erlangt hatte; 

II) jeder hiernach noch stehen gebliebene, mit dem angemessenen Vor- 
zeichen versehene gerade Quotient ± h . dessen zugehöriger Divisor m ge- 
rade ist, wird durch ersetzt; 

TU) von der so erhaltenen Reihe der modificirtcn (rectificirten) Quotienten 
werden der erste, der dritte und alle übrigen an ungerader Stelle stehenden 
addirt ; 

IV) es wird noch die Einheit hinzugefügt, wenn die Anzahl (z+l)— (A— 1) 
der Gleichungen in der Kettenbruch-Entwickelung von -^^ gerade ist. 

Wird die so erhaltene Summe mit q bezeichnet, so ist -v- (%_, — p') 
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die Anzahl der in den -^{m, ,~1) Briächen 



enthaltenen negativen absolut kleinsten Bruehreste«. 

Ist nun ausser m^_^ aucli wi;, ungerade, so wird nach (98.) 

s(i»i-.) = 4, 8(i"0 = 0- 

Berücksichtigen wir, dass 

1+ 2 a« = 1+ s (-i)'"' = asf-?!::^— ) 

ist, und setzen wir 

(114.) ^"=Jg(_i).+s-\Ä^.2ffl(i«,).2S8(|m,) + 2s(— 1^), 

so erhalten wir aus (108.) und (lOl.) jetzt 

(115.) Slnä^3!e0ass(%..-ft,--^-) = l\ = i(m.-p") 

und also mit Hülfe von (Ul.) die von Herrn Zeller aufgestellte Vorschrift: 
»Die Quotienten 

werden denselben Abänderungen unterworfen, die unter I) und II) der so- 
eben ausgesprochenen Regel aufgestellt sind; 

dann wird die Summe der zweiten, vierten und aller an gerader 
Stelle stehenden Glieder der auf die angegebene Weise modificirten Quo- 
tienten gebildet; 

endlich wird noch die Einheit addirt, wenn die Anzahl (x — A+2) der 
Gleichungen des Euklidischen Algorithnaus ungerade ist. 

Aus der auf diese Weise erhaltenen Zahl p" ergiebt sich -j(m^ — Q") als 
die Anzahl der in den -^(m^—i) Brüchen 

1 „ 1 .. 1 %-l 1 

IsMj-, ■■ — -, 2m,_, ■ — , 3 m, . -— .... — - — m,_, 

* ' m^ ' ' ' % ' '■ ' m^' 2 «Zjt 

enthaltenen negativen absolut kleinsten Bruchresten, 

Mit Hülfe der Gleichungen (m.), (115.), (104.) und der Definitionen 
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(93.) der T und 1" finden wir für ungerade m^__^ und m^, welche wir jetzt 
beziehungsweise durch m und n ersetzen wollen, die von Herrn Zeller auf- 
gestellten Gleichungen 

m-l n~l 



(116.) 



n — Q 



2l\ni 



,,[üöizil + l] 



: 2S - 



-1 



-1 



worin die S«.mma.tionen ^ sich auf die Zahlen 1, 2, 3, . . ., — ^ als Werthe 
von II und auf die Zahlen 1, 2, 3, . . ., — ^ als Werthe von v beziehen und 
[x] die in x enthaltene grösste ganze Zahl bezeichnet. 

Die Zeller sehen Gleichungen (116.) gelten unter der Voraussetzung 
ungerader m und n. Die von dieser Voraussetzung unabhängigen allge- 
meinen Gleichungen sind die oben unter (105.) aufgestellten. 



Allgemeine Vorschriften für die Berechnung. 

Um für den Fall, dass bei der Aufstellung der Gleichungen des Eu- 
klidischen Algorithmus nicht allen Besten das positive Vorzeichen gegeben 
worden ist, eine übersichtliche Regel zur Berechnung der Summen in den 
Formeln (lOl.) für V^ und U^ zu erhalten, wollen wir für jedes o die Glei- 
chung (87.), worin k^ vorkommt, mit —Wi^ muitipliciren ; dadurch nimmt in 
Polge von (94.) der Euklidische Algorithmus die Form 



(117.) 



-SD!, 


'»1-, 


= -all,. 


K 


. m, + SD!,*j 


'»M, 


= *i 


.01, 


+ SD!,„ 


«•<« 


-SO!« 


i'»i 


= -SB!,* 


i^Ä+i 


■ "1« + SO!,« 


''^;.+3 


= s,+ 


■ '»It 


+ SD!,„ 


'«!+. 


-SU, 


,'».- 


= -SD!,. 


, V. 


. »M,_, + SDl, 


«, 


= K- 


. «'ff- 


+ SK, 


'», 


-W, 


'«,-, 


= -SD!, 


*. 


•»'. +S[11„, 


•».« 


= K 


.m. 


+ ".« 


'»„ 


-51)!, 


<»',.- 


= -«. 


'.-, 


. »*., + S0!,+, 


"*x+ 


= K. 


.m.. 


+ ™,« 


1 


-SOI, 


,m 


= -». 


, ''.,+ 


■«•,+, 




= *,+ 


.1 
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an. Hierin ist zwar 3)?^ noch beliebig = + i, wir werden aber 59?^ = +1 wie 
in (98.) annehmen. 

Die hier befolgte Vorschrift kann man auch so aussprechen: 
Für die negativ genommene, dem absoluten Werthe nach 
grössere Zahl — »*i_, und für die positiv genommene kleinere Zahl 
)«^ wird der Euklidische Algorithmus in der Weise gebildet, dass 
immer die zu zerlegende Zahl m^^^ mit demjenigen Vorzeichen 
(— 3)ig) versehen wird, welches dem Vorzeichen (3)tg) des zuletzt 
entstandenen Restes SOi^m^ entgegengesetzt ist. 

Der auf solche Weise erhaltene Quotient, nämlich der mit dem ab- 
soluten Werthe m^ des letzten Restes multiplicirte Factor 

(118.) -M^Ä^ = h^ 

hat dann immer schon das ihm in den Summen der Gleichungen (101.) zu 
ertheilende Vorzeichen. 

Um ferner den Einfluss der Werthe von (i +»J.)Äj, in (HO.) und (111.) 
auf ^[-ö-^o)» ^^^ ^(t^o) ^^^ ^^^ ^^^^ ^" äem einzelnen Gliede der Sum- 
men der Gleichungen (101.) vorkommenden Factor 2S[-^Uj,\. 2Sf-|-m^] oder 
2S3(Y«t,]. 2^f-^wiJ zu berücksichtigen, 

wird aus der E-eihe Q der Quotienten 

jeder ungerade ft^, dessen zugehöriger Divisor m^ gerade ist, fort- 
gelassen. 

Um schliesslich das Verschwinden des Factors SSj^mJ an den noch 
übrigen Stellen zu berücksichtigen, 

ersetzen wir jeden nach der eben getroffenen Auswahl übrig 
gebliebenen geraden Quotienten k . dessen zugehöriger Divisor m 
gerade ist, durch den Werth 0. 

Die nach diesen Vorschriften modificirten Quotienten Q* seien 

(119.) K,. E„ K^, ..., fi^o-,- ^.a, ■•■; 
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dann wird nach (110.) 

(120.) ~'''^m^.h^.2^(^v),2^(^m^) = ^t^lK,^_, = 2K,^_, 

für 6 = 1, 2, 3, ... , 

d. i. gleich der Summe der an ungerader Stelle stehenden 
Glieder in der Reihe Q* der modificirten Quotienten; 
ferner wird nacSi (Hl-): 

(121.) -S^a-^'(i-2^(2Mo)-2^(i'"ci) = 3Kj2-ff,9 = IK,^ 

für 6 = 1, 2, 3, ..., 

d. i. gleich der Summe der an gerader Steile stehenden Glieder 
in der Reihe Q* der modificirten Quotienten. 
Die andere zu bildende Summe 

(122.) +X^a 

hat für den nach obiger Vorschrift (ti7.) gebildeten Euklidischen Algo- 
rithmus die einfache Bedeutung, 

dass sie gleich der Anzahl der positiven Reste vermindert um 
die Anzahl der negativen Reste ist. 

Die nach diesen Vorschriften ausgeführte Berechnung der Werthe der 
Summen ergeben eine sehr einfache Bestimmung (101.) der F^ und U^ und 
damit auch der in den Gleichungen (105.), (107.)' (108.) gesuchten Zahlen. 



Beispiele. 
I. (Gauss Werke, Bd. II, Seite 63 und 64) m^^^ = 379, m^ = 103. 

Eeiinung nach den allgemeinen Vorschriften: 
Die Gleichungen (88.) und (99.) ergeben; 

Jlf;,_, ^ 189, Mi = 51, Ni^, = 0, Nx = 0. 
Der Algorithmus (!17,) sei; 
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Q Div. Sest Q* K^., 




Ä=e 


— 379 = —4. 103 + 33 —4 ~ 4 






— 103 = —3. 33— 4 -3 




— 3 


+ 33 = +8. 4+1 






— 4 = -d. 1 —4 




_ 4 


Sä,0-i = ~ 4, 




SJi:^ = - 7 


l^a =- +2 — 1 = + 1 




= + 1 


mj._, = + 379 




+ 1 


2Ni = 




— mx = — 103 

— 2Wj_. = 


nacli (101.): +in = +376 




— 4 Oii = — 108 


F, = + 94 




Di = + 27 


nach (107.): anä^iBegStSB^ -^ = Fj = 


94 




nach (108.): !lnj?teg9I53-?^ ■ j; = P^ = 


27. 




Aus den Gleichungen (105.) whrd hier 






2.mnv..w(|-^---^)-18^ 


,gi 


— 94 + 27 = 2 . 4786 


2.«.V^$"i(i-^-^) = 189 


.51 + 94 — 27 = 2.4853 


2.3In3...3iol(|-^-^) = i30 


.51 


+ 94 + 37 = 2 . 4880 


2.^n,„.$.l(l--^--^)=.180. 


,51- 


— 94 — 27 = 2.4759, 



worin die (i und v alle positiven ganzen ZaMen zu durchlaufen haben. 
Vergleichen wir das hier gefundene Resultat 

mit der obigen Gleichung (40.): 

SI.l.„.!p.|(i~^t— ^) = 2« 
Bo sehen wir an eii 



wird, nenn fi und v wie zuvor alle positiven ganzen Zahlen durchhufcn 

Die'^er Satz la'JSt sich aber fiii ur^eiide m und n imschnei al^empin ableit n und eitielt für das 
Recjproütats Gesetz der qaadratiaclien Keste einen Beweis, welcher sich dem dritten GTussischea, dem 
Eiaensteinschen geometrischen und dem Kioneckerschan arithmetu.i,!ien Beneise eng anschliesst. 
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Erste Bectnung: nach Zelle 

155006 407 = 

14930S52 = 

6 703 887 = 

3 524 578 = 

2 178 309 = 

1 346 269 = 

832040 = 

514 229 = 

317 811 = 

196 418 = 

121393 = 

75 025 ^ 

46 368 = 

28 657 = 

17711 = 

10 946 = 

6 765 = 

4181 = 

2 584 = 

1 597 = 



s Regeln. 

Q Bims. 

[4 930 3B2 + 6 
5 702 887 + 3 
3 524 578 
2 178 S09 + 1 



Änaahl =; B4 . . . 



1 346 269 + 
832 040 4- 
514 229 + 
317 311 + 
196 418 + 
121 393 + 



702 887 
524 578 
178 309 
346 269 
832 040 
514 229 
317 811 
196 418 
121 393 
75 025 



75 025 + 46 3t 



28 657 + 
17 7U + 
10 946 + 
6 765 + 
4181 + 
2 584 + 
1597 + 



28G57 
17 711 
10946 
6 765 
4181 
2 584 
1597 
987 



;7 + 



610 4 



+ 1 
+ 1 



144 + 


89 




89 + 


55 


+ 1 


55 + 


34 


+ 1 


84 + 


21 




21 + 


13 


„1 


IS + 


8 


— 1 


8 + 


5 




5 + 


3 


+ 1 


S + 


2 


+ 1 


2 + 


1 





.j, (m -^q') = ^ (155 006 407 + 1) == 38 751 602 = (mod. 2) 



/ 14 930 352 \ 
U55OO6407J ' 
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Die t^umrao dor gfüGsten Ganzen lassen sieh für daa vorliegende Beispiel nacli diesen Regeln nicht 
weil die eine der beiden vorgegebenen Zahlen, 14 930 352 gerade ist 



Zweite Rechnung: mit Hülfe der vorhandeuen Tafeln und mit Anwendung des Eeciprocitäts -Satzes 
fUi quadratische Beste, 

Es ist 155006407 = 23.6739409 und 6739409 nach Dase's Factoren - Tafeln eine Primzahl, 
Ferner ist 14 930 352 = 2'.3M7 . 19 . 107, also 

/ 14930352\ /3. 17,19. !07\ / — 1B5006407\ / — 1 \ / + 1 \ / + 1 \ / — 1 \ 



1,155006407; l^ 155006407 j V 3 , 17 . 19 . 107; \ 3 j'\ 11 )'\ 19 Ja 
'- (_l).(+l).(+i).(-l) = +1. 



Es ist aber auch: 
/ 14 930 352 N ^ /J£ 
\ 155 006 407 J ~ l, 
/'14930S52'i / — I 



/ 14 930 352 \ __ [' S. 17. 19. 
\ 6 7"S9 409 j ~ l, 6 739 40! 



^\ / 14 9: 



Dritte Rechnung: nach den allgemeinen Vorschriften. 
Die Gleichungen (88.) und (99.) ergeben 



.^,—-^-1. 



., — 77 503 203 = Nx-^, M)_ = 7465 175, J\\ = 
., . itf;, ^ B78 574 973 455 525, 


+ 3 





Q 


Div. 


Best 


<2* 


165 006 407 = — 


10. 


14 930 352- 


5 702 887 





U9S0 352 = + 


3. 


5 702 887 - 


2 178 309 


+ 3 


5 702 887 = + 


3. 


2 178 309- 


832 040 


+ 3 


2 178 309 = -H 


3. 


833 040 - 


317811 




8S2 040 = + 


3. 


317 811 — 


121393 


+ 3 


317811 = + 


3. 


121393 — 


46S68 


+ S 


121 393 = + 


3. 


46 368 — 


17 711 




46 368 = + 


3. 


17 711 — 


6 765 


+ 3 


17 711 = + 


3. 


6 765- 


2 584 


+ 3 


6 765 = + 


3. 


2 684- 


987 




2 584 = + 


3. 


987 — 


377 


+ 3 


987 = + 


3. 


377 — 


144 


+ 3 


377 ^ + 


3. 


144 — 


55 




144 = 4- 


3. 


55 — 


21 


+ 3 


55 = + 


3. 


21 — 


8 


+ 3 



-• + 18 Sif'jg = + 18 



Hosledby Google 



BE8T1MMÜHG DES QUADRATISCHEN HG ST-CHAE ACTERS. 





S2i:,e-, = +18 


2^,6 


+ 13 


sajin 


= 0— 17 -- —17 


SSij 


- —17 






+ 1 


- + 1 




jSi_, = + 155 006 407 


— mi 


— _ 14 930 352 






-2^.-. 


= —155 006406 




4Fi = + 165 006 403 


-4 0i 


= — 169 936 756 




Fl = -1- 38 751602 


m 


= + 42 484189 




Fj + Oi =■ + 81 235 791 


fi 


= 4-38 751 602 




2Ni_, -i-ZNx = + 153 006 406 


T'ii+J^i 


= + 81 235 791 


awi 


_, + 2ffi — Fi — üi = + 73 770 615 


T'i-Oi 


= — 3 732 587 



Hach (107.); SInä Sieg 
Nach (108,): a'nä'Vs 



155 006 407 
, 155 006 407 



H = 



155 OOü 407 



li 930 352 
Ans deu vier Gleichungen (105.) folgt: 



Fj = 38 751602, 
Ui — Vi ^ 3 732 587. 



155 006407 14 930 353 y 



15501)6407 14930353^ 



155006407 14 930 352; 
worin p, und v alle positive ganze Zahlen zu durchlaufen hahea. 



== 289 287 483 594 056 
= 289 287 484 861 469 
= 289 237 527 345 658 
= 289 287 523 613 070, 
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ZU I: zun MATHEMATISCHES THEORIE ELECTEISCHEE STRÖME (S. 1—35). 

1) Von dem zeitigen Dekan der philosophischen Facultät der Universität Göttingen, Herrn 
Geh. EegierungsratK Prof. Br. Daiatako ist den Herausgebern aua den Akten der Facultät gütigst 
mitgetheilt, daas Wilhelm Weher die ohen auf S. 1 angegebene Preisaufgabe im Jahre 1856 
gestellt hat, dass ferner zuerst W. Weber die Preisaufgate geprfift; und dann an Lejeune 
Dirichlet mit dem Ersuchen um Begutaehtimg ihres mathematiaehen Theiles weitergegeben hat 
Das oben auf S. 1 und 2 wieder abgedi-uckte »Urthoil der Facultät« enthält diese Gutachten von 
W. Weber und Dirichlet, und zwar ist der vierte Absatz auf S. 2 der Beurtheilung von 
Dirichlet entnommen. 

2) Auf die obige Arbeit bezieht sich die Stelle in den »Nachrichten der Königl. Gesellschaft 
d, Wisa. zu Göttingen« 1857, Juni 22, 8. 139: 

sDie physikalische Preisaufgabe [ist] von Ernst Schering aus Scharnebeek in 
»Hannover bearbeitet und diese Arbeit des Preises würdig befunden worden. Die nähere 
sBeurtheilung der eingegangenen Preisachriften wird in gewohnter Weise mit der Fest- 
srede zugleich veröffentlicht werden. 

3) In den genannten »Nachrichtens Göttingen 1858, November 39, 8.311 heisat es: 

»In dem mit dem 1. Julius 1858 abgelaufenen Decanatsjahre des Prof. Lejeune- 
»Diri chlet sind von der philosophischen Honorenfacultät die folgenden Doetor-Pro- 
»motionen vollzogen worden; 

»Ernst Schering aus dem Lüneburgischen, den 22. Juli 1857. (Dissertation; 
sDie von der Facultät i. J. 1857 gekrönte physikalische Preisachrift) — — _ — 

4) Im Druck dieser Arbeit vom Jahre 1857 war an allen Stellen das Differentialzeichen 
hier im Abdrucke ist awisehen totalem (ä) und partiellem Differentiale (ö) unfer- 



5) Der folgende Sata (siehe S. 7 Zeile 13 von unten) 

»Den besonderen Fall, dass die Fläche an dieser Stelle eine endliche znr Ebene ^, C 
^parallele Gerade enthält und also kein Element AT" Statt hätte, dürfen wir hier amn 
»achliesaen, — — — — 
könnte in dieser Form unrichtig aufgefasst werden. 
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Wenn man aber iiacli dem Vorschlage von HeiTn Prof. Dr. Ha^lS5ner nacli den Worten; 
»zur Ebene §C parallele Gerade" noch die Worte: 

»und zu (?H senkreette Gerade« 
hinzufügt, so wird der besondere Fall, den der Verfasser in jenem. Satze aussprechen wollte, 
unzweideutig angegeben sein. 



ZU III: ÜBER DIE CONFOKME ABBILDUNG DES ELLIPSOIDS 
AUF DEE EBENE (S. 49—85). 

1) Lejeune Dirichlet hat die auf 8. 49 angegebene Preisaufgabe gestellt und auch das 
auf 8. 50 abgedruckte Urtheil über die von E. 8chering eingereichte Bearbeitung derselben 



2) Auf diese Arbeit liezieht sich die Stelle in den sNachricliten von der Königl. Gesellachafl; 
d. Wies, an Göttingen«, 1858, Juni 14, S. 98: 

»Den mathematisclien Preis hat Ernst Schering aus Schamebeck erhalten«. 

3) Diese Preisarbeit bat als Habilitationsschrift gedient. 

4) Dem (in dem letzten Abschnitte auf S. 50 wieder abgedruckten) Wimsche der Fakultät 
nachkommend hat Ernst Schering durch vielfache textliche Küi-zungen und Ansscheidung 
der mit der gestellten Preisfrage in nur losem Zusammenhange stehenden Entwiekelungen seine 
Preisarbeit auf das festgesetzte Maass beschi'äukt. Die letzteren Entwiekelungen betrafen die 
geodätische Linie auf dem Elüpsoide und die ähnliche Abwickelung zweier Ellipsoide auf einander. 
Diese bisher nicht veröffentlichten Untersuchungen sind der Vollständigkeit wegen im Folgenden 
abgedruckt; sie hatten lu'sprünglich ihren Platz hinter dem 6. Abschnitte der I 
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Die geodätische Linie auf dem Ellipsoid. 

Pur das Quadrat des Längenelements auf dem Ellipsoid fanden wir 
[S. 57 (6.)] 

{■!^'!/-f<f)(dp^ + dc/) = nidp' + dg'); 

also ist die Länge s einer Curve avif dem Ellipsoid 

wenn diejenigen Weithe von p und q als Grenzen des Integrals genommen 
werden, die den Endpunkten der Curve entsprechen. Für die kürzeste Curve 
zwischen jenen Punkten verschwindet die Variation S des Integrals; diese 
ist aber, wenn man q als Function von p betrachtet und zur Abkürzung 

\ldp' + dif = (?a 
setzt, 



,_/^..,,,/^ 



do 



Integriren wir das letzte Grlied partiell und berücksichtigen, dass die Va- 
riation äq an den festen Grenzen verschwindet, so erhalten wir 



/l^--^!^^- 



Also muss 

oq dl 

oder 

dq dl ^ ^ * dq xd's' j 

zu Null werden, demnach muss sein 



H 



dqda'' — dq^d^n = ^\Jndii^dl- 



w»-^(^) 
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390 BEMERKUNGEN. 

oder, weil 



T^'^^iir ''<+*' [Vgl- S. 57 (7.)] 

<iVS= -^l<i(H)-<!(?T)i 
ist, 

und 

Die Ausführung der Differentiation ergiebt 

ä('3/'3/)dp'' + d(o'f)dg' = —'!j'!^.d(d2f)-~ff.d{dq'') 

also ist 

d('\^'\,dp^ + 'Bradq^) = (iil^t?/ + (prpf^g^)-!^! 

und das erste Integral dieser Gleichung 

dl' dp^-i-dq" ~ "^^^^ ~ '^''^^' 

oder 



Aus 



= S/(n-ß,ß.)äq'+ißJ,- f'?)dq' + {'^'^-ß,ßjdp' + ißj,~ f^.)dp 
folgt, weil nach der letzten Integralgleichung 

{ßj,~9f)äq' = {■^'^-ßj^jdp' = ±\iJjr-^iW^^W.äpdq 



ds ^ \J']f''f - ß,ß,dq± ^ß\'ß\~'?'? ^ 
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BEMERKUHGEff. 391 

Diese beiden Gleichungen, die Jacobi*) zuerst aufgestellt hat, enthalten 
die Veränderlichen getrennt. Die bei der Integration derselben auftretenden 
Quadraturen sind Abelsche oder specieller hyperelliptische Integrale , die zu- 
nächst den elliptischen folgen. 

Bezeichnet t den Winkel, den das Element ds mit dem Elemente 
\/({j(jj — tp^(/j einer Curve grösster Krümmung bildet, so ist 

cos tds = VH^Vf ^2 



also wird für das Element einer kürzesten Linie 



coar = ■ V, -' ' ■ 

Die Krümmungen $ und W der Normalsclmitte, welche die Curven tp = const., 
bez. ^ = const. tangiren, sind im Punkte {9, t[i) 

<D = 

T -- 



abc 

Sjaa — if'} . \/(ö;a— (pfp)' 



und das von Gauss eingeführte Krümmungsmaass h einer Fläche ist für das 
Ellipsoid im Punkte (cp, üf) 

_^ aabbcc 

also 

\jabc 



*) [Jacobi, Gea. Werke, Bd. IV, 3,527—523 und Supplementband : Vorlesungen über Dynamik, 
S. 212—221.} 
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392 bemi<:rküsgen. 

Demnach ist das Verhältniss zwischen der vierten Potenz der Krümmung 
des Normalschnittes, welcher eine Curve grösstcr oder kleinster Kriiramung 
tangirt, und der dritten Potenz der Krümmung der Fläche für alle Punkte 
einer solchen Curve constant. 

Da 'S und ¥, wie schon erwähnt, die grÖsste und die kleinste Krümmung 
darstellen, welche die Curven der durch den Punkt (tp, tp) gehenden Normal- 
Schnitte in diesem Punkte selbst besitzen, so wird nach Euler's Satze die 
Krümmung s eines Normalschnittes, der mit dem Normalschnitte von der 
Krümmung <t> den Winkel t einschliesst, gleich 

s = <I> cos f + *F sin f , 

also die Krümmung des die geodätische Linie im Punkte (tp, (]j) tangirendcn 
Normalschnittes 



\Jabc 

Da die oaculirende Ebene einer kürzesten Linie auf einer Fläche immer 
einen Normalschnitt der Fläche und zwar für denselben Punkt, für welchen 
sie osculirende Ebene der Linie ist, bildet, so folgt aus der letzten Gleichung, 
dass das Verhältniss zwischen der vierten Poten« der Krümmung der kürzesten 
Linie auf dem EUipsoid und der dritten Potenz der Krümmung der Fläche 
für alle Punkte derselben kürzesten Linie constant ist. 

Aehnlichc Abbildung eines Ellipsoids auf einem anderen 
Eliipsoide. 

Bei einer conformen Abbildung einer Fläche auf einer anderen werden 
die kleinsten Theile derselben einander ähnlich, also die entsprechenden 
Winkel in den aus unendlich kleinen, so wie aus beliebig langen Linien 
gebildeten Figuren einander gleich. Das Verhältniss zwischen den Längen 
der einander entsprechenden endlichen Linien ist im Allgemeinen veränderlich 
mit den Linien; es wird nur dann für alle dasselbe sein, wenn das Verhält- 
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niss zwischen den einander entsprechenden unendlich kleinen Längen für 
alle Punkte der beiden Flächen constant ist. Eine solche Abbildung heisse 
eine ähnliche. 

Ersetzen wir die zweite Fläche durch eine ihr ähnliche dritte, deren 
Dimensionen zu den ihrigen dasselbe Verhältniss haben , welches zwischen 
den Längen auf der ersten Fläche und denen auf der zweiten besteht, so 
ergiebt sich aus einer ähnlichen Abbildung der ersten Fläche auf der zweiten 
eine Abbildung der ersten auf der dritten, bei welcher alle Längen unge- 
ändert bleiben, also eine vollständige Abwickelung der ersten auf der dritten. 

Gleich grosse KugelMchen lassen sich offenbar in unendlich vielen ver- 
schiedenen Weisen aufeinander abwickeln; ebenso congruente Kotationsflächen, 
jedoch mit der Beschränkung, dass im Allgemeinen die Rotationsasen auf 
einander fallen. 

Für dreiaxige EUipsoide wird sich ergeben, dass nur gleiche Eilipsoide und 
zwar nur in acht verschiedenen Weisen auf einander abgewickelt werden können. 

Behalten wir die Functionen p, q, n in der zuvor augewandten Bedeu- 
tung für das eine Ellipsoid bei und denken uns nach der Abwickelung 
dieser ersten Fläche auf der zweiten die Punkte dieser zweiten Fläche durch 
die entsprechenden Punkte der ersten Fläche, also auch durch Werthe der 
p, q bestimmt, so wird das Längenelement auf der zweiten EUipsoidiiäche, 
da es dem auf dem ersten gleich ist, 



sein. Alle Beziehungen, die allein von der Function n abhängen, sind dem- 
nach für beide Flächen dieselben. So wird jede kürzeste Linie auf der 
ersten Fläche nach der Abwickelung auf der zweiten auch eine kürzeste 
Linie auf dieser. Das von Gauss eingeführte Krümmungsmaass h der Flächen 
ist allein abhängig von den Ooefficienten der Differentiale der beiden unab- 
hängigen Veränderlichen p,q im Ausdrucke des Längenelements und nach 
Art. 19 der Disquisitiones geirerales circa superficies curvas auctore Gauss*) 
für unseren Fall 

*) [Gauss' Werke, Bd. IV, S. 244. Das in dem Scteting'fichen Manuscripte auck für die par- 
tielle Differentiation gebrauchte Zeichen d ist im I'olgenden durch das jetzt äbliche d ersetzt], 

50 
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oder 

, ^^ 1 56 log M 1 ddlogn 

Dieses Krümmungsmaass wird also für entsprechende Punkte der beiden 
Flächen dasselbe. Der oben dafür gefundene Ausdruck 

, aaljhec 



{aa— tp(p)* {aa — ic^y 

zeigt, dass es sein Maximum für die Endpunkte (^ = y, ^ ^ (SJ der grossen 
Axe annimmt und dort gleich 

aabbcc aa 

l)^ & bbcc 

ist; das Minimum 

aaibcc _^ cc 

gilt für die Endpunkte (tp = 0, ijj = >■) der kleinen Axe. 

Bezeichnen wir mit d, ¥, c die grosse, mittlere und kleine Axe des 
zweiten EUipsoids, so ist 

'Wvl7 

das Maximum und 

c'c' 

das Minimum der Krümmung desselben. 

Da die Krümmungen der einen Fläche denen der anderen gleich sein 
sollen, so müssen die Maxima und die Minima unter sich gleich sein, also 



aahl} a'a'b'b' 

und dem zu Folge 
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Die extremen Werthe des Krümmungsmaasses werden nur in den End- 
punkten der grossen und kleinen Axe erreicht, also entsprechen sich diese 
Punkte der beiden Ellipsoide. , Eine kürzeste Linie zwischen einem End- 
punkte der kleinen Axe und einem Endpunkte der grossen Axe wird nach 
der Uebertragung eine kürzeste Linie zwischen den Endpunkten derselben 
Äsen des zweiten Ellipsoids. 

Zwischen einem Endpunkte der kleinen und einem Endpunkte der grossen 
Axe giebt es aber nur zwei kürzeste Linien, Zunächst folgt aus der Gleichung 
der kürzesten Linie 



dg I dp 



^M'-ßJ, \/ßJ-9'? 



-- 0, 



dass für die in Rede stehende kürzeste Linie ß^ nicht von y verschieden 
sein kann, denn wäre ß,'=^y so würde für den Endpunkt (ip = y, ^ = ß) der 
Kvossen Axe -- — ^ — - imaginär werden, aber .... ^ _ reell bleiben, weil 
i^^y ist. Ebenso ergiebt sich, dass ß^ nicht grösser als y sein kann. 
Für den Endpunkt der grossen Axe wird 

si„;^ = Mi:ill. = 0, 

das hcisst die Richtung der kürzesten Linie ist dieselbe, wie die der Curve 
kleinster Krümmung, also wie die Richtung des zur mittleren Axe normalen 
Hauptschnittes. Da sämmtliche Grössen in der Differentialgleichung und die 
Lndwerthe auf diese Weise vollkommen bestimmt sind, so ist es auch die 
Curve bis auf die durch die doppelten Zeichen noch freigelassene Wahl der 
beiden Theile der ganzen geschlossenen Curve. 

Der zur mittleren Axe normale Hauptschnitt ist eine kür>^este Linie, da 
die Gleichung einer solchen für ß^ = y 

^^^l^älog{6^-yy)± f"^Jl ^dlogiyy^<f^) = 
Slßß-'!^-!^ 2^ ^ßß-'?<f 2'f 

sowohl durch ijj ^ const ^ y, als auch durch cp = const = y erfüllt wird. 

Der zur mittleren Axe normale Hauptschnitt ist also die einzige kürzeste 
Linie zwischen den Endpunkten der grossen und kleinen Axe, Bei der Ab- 

50* 
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Wickelung der einen Fläche auf der anderen müssen demnach diese Haupt- 
schnitte auf einander fallen und zwar dem zuvor Bewiesenen gemäss so, 
dass die Endpunkte der entsprechenden Axen auf einander fallen. Da die 
Linien bei der Uebertragung ihre Länge nicht ändern, so können die mehr- 
erwähnten Hauptschnitte nicht verschieden grosse Peripherien haben. Sie 
sind Ellipsen mit den Axen «, c einerseits und «', c andererseits, and es ist 



die Ellipsen sind also ähnlich und, da sie gleichen Umfang haben, auch 
einander congruent, folglich ist 

a = a', c ^ c'. 

Die beiden EUipsoide haben daher dieselben Axen und können nur so 
auf einander abgewickelt werden, dass die Punkte des zur mittleren Axe 
normalen Hauptsehnittes des einen EUipsoids auf die gleich oder symmetrisch 
liegenden Punkte des anderen EUipsoids fallen. 

Für die conforme Abbildung einer Fläche auf einer anderen gilt der 
leicht zu beweisende Satz, dass, wenn die Beziehung zwischen den Punkten 
einer bestimmten Curve der einen Fläche und den Punkten einer bestimmten 
Curve der anderen Fläche gegeben ist, auch die Abbildung der ganzen 
Fläche vollkommen bestimmt ist, sobald man eine Wahl getroffen hat, wie 
die beiden Seiten der einen Curve den Seiten der anderen entsprechen sollen. 

Die Abwickelung der Flächen auf einander ist ein specieller Fall der 
conformen Abbildung, also sind für die EUipsoide die acht Abwickelungen, 
hei welchen die gleich oder symmetrisch liegenden Punkte auf einander 
fallen, die einzig möglichen. Es können EUipsoide nur dann auf einander 
ähnlich abgebildet werden, wenn sie selbst einander ähnlich sind. 
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ZU IV: THE0KEMB8 EELATIFS ÄÜX FORMES BINAIRES QUADEÄTIQFES 
QUI REPEESENTBNT LE8 M^JIES NOMEEES (S. 87—102), 

Aus einem Briefe von Ernst Scheria^ an Lionville vom 11. Juni 1859 geht hervor, 
dass das MsMUScript der obigen Arbeit IV im August 1858 an Lionville abgeschickt worden ist. 



ZU V: ZAHLENTHEOEETISCHE BEMEEKUNG (S. 103—104). 

Der Brief , welchem die obige zahlentheoretiache Bemerkung entnommen ist, war ursprünglich 
nicht zur Publikation bestimmt; dieselbe ist erat später auf Kronecker' 
100. Bande von Crelle's Journal geschehen. 



ZU VI: FORTSETZUNG DEE UNTERSUCHUNGEN" ÜBER DAS 
AEITHMETISCH-GEOMETEIÖfnE MITTEL (S. 105— 134). 

1 ) Zum Verständnisse dieser Abhandlung sei über den Inhalt der Gau s s' sehen Ab- 
handlung über das arithmetisch - geometrische Mittel (Werke, Bd. III, S. S61 — 374) Folgendes 
hier bemerkt. 

Gauss geht von der Betrachtung der beiden Eeihen 



(1.) «, »', 

(2.) b, h', 

aus, deren höhere Glieder durch die 

(3-) 






definirt und deren Anfangsglieder a, h als reelle «nd po.sitive ( 

Sieht man von dem Falle a = 6 ab, welcher kein weiteres Interesse au bieten vermag, 
da dann die sämmtlichen Glieder beider Eeihen einander gleich sind, so folgt aus der Gleichung 



(4-) 



{»■-i")(a- + 6") 
die Werte 1, 2, , . . 1 



, J (»--»-■)", 



I.) jedes Glied der Eeihe (1.) 



. . beilegt, dass 

ist als das gleichnamige Glied c 



>(2.)- 
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D 1 11 m ii \ i>- b voraus , wodurch die Allgemeinheit niclifc beschränkt 

wird, nl kn dm d (l ichtmgea (8.) leicht, dass 

U) 1 k 1 ht d aiiodor der Reihe (1.) beständig ab, die der Reihe. (2.) be- 

afandi n hn n 

E d Iv 1 n m u Is ndlidic Grenzwerte, welche Gauss mit a"^ , b^ bezeichnet, 
besitz n A (4 f lf.t 1 d i — b, a' — ¥, d' — b", . . . eine beständig abnehmende Reihe 

mit d f na ^ 11 bli n 1 Ifel L haben 

III} die Reihen (1.^ und (2.) den gleichen Grenzwert; «^ = 6^. Diesen gemeinsamen 
Grenzweit, welchem die Glieder der Reihen (1.) und (2.) zustreben, nennt Gauss das aritlmietisch- 
geometnsche Mittel voa a und h und bezeichnet es mit M (u, b), 

Gauss setzt dami beide Reihen auch nach rückwärts fort, indem er mit 

( "rt die grössere , mit "& die kleinere Wurzel der Gleichung 
j a!'-2.''-'aic + "^'6'' = (d = 1,2, .,,) 

bezeichnet. Infolge der Voraussetzungen über a und b sind alle diese Wurzeln reell und positiv. 
Es gelten für sie die den Gleichungen (S.) analogen Gleichungen 

j "-'« == :^Ca + "b) 

( " 'h = Sj^a"b 
und für die Reihen 

(1*) "ff " ' ' ( ' ■■■! fl""', ff°, ... 

{'>*) } " } h h 1 ..., ö"-\ 6", ... 

noch die oben ^efondenen Eigenschaften I — III D e Glieder der Reilie (1*,) wachsen nach linlca 
tiber jede endliche Grenze wählend die dei Reihe (2*.) sich in derselben Eiehtung unbegrenzt 
der Null annähern Üffenbai kinn min zwei beliebige, mit gleichem Indes versehene Glieder 
beider Reil en stitt a b als Ausgangsgliedei ansehen woraus folgt, dass 

(6.) MCa,-b) = M{ff,i) = mia^b") = «<" = t^ 

für jeden Wert von n ist. 

Ersetzt man a, h durch ha, kb, wo k eine beliebige positive Zahl bezeichnet, so treten in 
den obigen Reihen an Stelle vou "a, "b, bez. a"^, Zi" die Produkte h''a, ]c"b, bez. ha", hb", und 
folglich ist 



/ M{ka,kh) = kK(a,b) und 
Aus der für — ,. , ■ ■ -■ r- gefundenen Reihenent Wickelung 
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leitet Gauss daim die auf S. 111, Z. 4 v, u., diosew Baniies eiiväimte Difierentialgleiclmng in der 
Form ab : 

deren voÜKtändigea Integral 



(wo S, S8 die Integrationaconstanten sind) ist. 

Setzt man in der auf S. 110, Z. 11 v. o., dieses Bandes stehenden Gleichung n :=r 0, a ^ X, 
J) ^ y, so erhält man unmittelbar die von Gauss in dem Artikel 9 seiner Abhandlung, auf an- 
derem Wege abgeleitete Differentialgleichung 

'') Ali Iie Hcri sgebei len il Iruck dei o>igen Abh ndlung VI in Band Ilt der Gauss'- 
scLen Woike zu lem Zwecke des Wieleral IiULks m diesem Bande dmcl bähen fielen ihi pu e ne 
Anzahl lou Fehlern a den Gaus? sehen F imcln aut Herr Proiesaor Dr Biendel in 
Gottmgen unterzig eich daraufhin der gios^en Muhe, die fraghchen Formeln in den Giuss 
scheu Manuscnpten lufzusuehen und stellte fe^>t diss die gefundenen Fehler — mit emei A i'* 
mhme — nicht Druckfehler 'n id «ondem sich in den Iiandsehrifthchon 4ufzeiehmiiigen i on 
Giu^s 1 eieits finden Es ist dies auch Itieht erLlarhch da Gauss diese Eesultate wohl nm 
fluchtig aufgezeichnet hatte Dies Fehlei sind Ernst bcheiing ■nohllekaunt gewesen wie 
ach aus der folgenden Bemeikung eigiebt die bich auf fe 412 des zweiten Abdiickea ^ n 
Band III der Gauss sehen Werke (1^73) findet 

Die Eethnungsfehler wokhe sich zuweilen m den letzten Formeln der einaelnei Biuchstucke 
befinden hibe it-h stehen lassen we 1 man diraus erkennt dass Gan^s die lefrefienle Untei 
aucbung I cht -«leder durch gerethnet hat unl also wohl Lei einer Bearbeitimg zu Vei ftentlithmg 
einen andeien Weg einzuschlagen ho absieht igte 

Bei dem Ti lederabdrucko der obigen Aibeit fiel diestr Gi ni welcher Einst St-heiiUo 
hestimmt 1 itte die Fehler sti,hen zu lasBon naturhch fort und sie sind daher siimmtlich ver- 
bessert weiden In der folgenden Tafel finden si(,h die bei Gauss vorkommenden Fehler und 
ihre Benchtigiint,en zusammengestellt 

Gauss Werke, Bd. III Dieser Band 

S. 377, Z. D V, 0. für ■■. = -^log2^ lies ■■■ = A.log4^ S. 107, Z. 7 v. o. 

S. 379, Z. 13—15 V. o. für 0,24699625 lies 0,24696625 S, 109, Z, 13—15 v. o. 

Z.16V.0. » 1,3728774* s. 1.3728804* S. 109, Z. 16 v. o. 



M{a,b)'^ M(a,c) Mla,b) M{a,c) 
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Ö. 386 %. 15-18 V. o, (Fall IV) (Fall V) S, IIÖ, Z. 4-1 v 

Den beiden Fällen « = ■ ■ ■ 1 

^ = ■■■1 1 

;/ = ..■ 1 1 

iS = .-. 1 

entsprechend 

für h^{}') = ■■■9t(0D(0 lies h%{i) = ■■■0(O9t(O 

* AD(r) =- ■■■^(Oai(0 ^ ÄC(*') = ■■■3S(0^(0 

s Ä35{(') = ■■■O(0?(0 » ft9f(i') = ■■■^(0Ö(0 

S. 395, Z. 9 v.o. för S = ^Q-^—i Hea S = .Eü^-^i S. 126, Z. 11 v. o, 

S. 400, Z. 5 V. u. für ■ . ■ = 1 lies . ■ ■ = ^ S. 132, Z, 12 v. o. 

a 402, Z. 1 V. o. für = i\p{i/yf + r{yyf\ {■•■}>< 

lies = i\piyyy + riyyf\' {■■■]>< S. 133, Z. 4 v. u. 
8.402,Z.Su,4v.o. für i\[p(yyy-r{yif)^PF+2p{t,y)r(yp)88\x 
X 1 2i> (j/y) r {yy) PP- [p {yyY - r {yyj] 8S\ 
lies = \\{p{yy)'-r(3)yf]PP-2p{yy)r{yy)8S\x 

x\2p(j/y)r{yy)PP+[p(ifyy-r(^yy]SS] B. 133, Z. 1 u. 2 v 
S, 402, Z. 9 V. o. für 

2die 



V'b {yyy-r{yyy\ cos f*" + b {yyy + *■ (ä'^/J 

2d6 



■ S. 134, Z. 5 V. o. 



Vb (^/J/)'- »- (S/J/)? cos Ü^ + [i> (2/;/}= + )■ {yyJY sin 0= 
Dieser letzte , Fehler findet eich in den Gauss'schen handsehriftlielieu Auf Zeichnungen 
nicht, sondern ist der oben erwähnte einzige Druckfehler, 

4) Gelegentlich der Prüfang der Gaus eschen Tafel auf 8,116 dieses Bandes sind von 
den Herausgehem die den einzelnen Fällen entsprechenden Werte von X berechnet. Da diese 
Werte bisher nicht veröffentlicht sind, so seien sie hier mitgeteilt. 



s Fällen 



II III IV V VI 



ß = 1 

S= 1 



(mod. 2) 
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entsprechend ist 
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K^it') = ^(t) 0(i) 3t(() D(0 9i{0 ^{f) 
Ä,0(«'} = D{0 5ß(0 D(0 9i0) ^(0 m(0 
Ä,9t(i') = 3t{0 3i(0 5ß(0 5p(i} G(i) D(0, 



^ \AV7;^ 



und A, 
fölle z 



der folgonden 1 



i entnehmen ist. Bei jedem der sechs Fälle I— VI sind 8 Unter- 



untcrseheiden , je nach den Resten von a,ß,y,S modnlo 4: 









I, 
















II 










a= 1 


1 


1 


1 


3 


3 


3 


3 


1 


1 


1 


1 


3 


3 


3 


3 


ß^ 


2 





2 


2 





2 





1 


3 


1 


3 


1 


3 


1 


3 


y= 





2 


2 


2 


2 














2 


2 


2 


2 








ä= 1 


1 


1 


1 


3 


3 


3 


3 


1 


1 


3 


3 


J 


1 


3 


3 


i, = 











2 


2 


2 


2 














2 


2 


2 


2 


-1,= 





2 


2 








2 


2 








2 


2 








2 


2 


A, = 


2 





2 





2 





2 


1 


3 


1 


3 


1 


3 


1 


3 








m. 
















IV 










a = 1 


3 


1 


3 


1 


3 


1 


3 





2 





2 


2 





2 





(3=0 


2 





2 


2 





2 





1 


3 


1 


3 


1 


3 


1 


3 


y- 3 


3 


1 


1 


3 


3 


1 


1 


3 


3 


3 


3 


1 


1 


1 


J 


ds 1 


1 


1 


1 


3 


3 


3 


3 


1 


1 


3 


3 


1 


1 


3 


3 


A, = 











2 


2 


2 


2 


1 


1 


1 


1 


3 


3 


3 


3 


J^a— 1 


1 


3 


3 


1 


1 


3 


3 








2 


2 








2 


2 


A, =- 


2 





2 





2 





2 


1 


3 


1 


3 


1 


3 


1 


3 








V. 
















VI, 










« = 1 


3 


1 


3 


1 


3 


1 


3 





2 





2 


2 





2 





^= 1 
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3 
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1 
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3 
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3 
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Zu den Abhandlungen 

XV: HAMILTON -JACOBISCHE THEORIE FÜR KEAFTB, DEREN MÄÄSS 
VON DER BEWEGUNG DER KÖRPER ABHÄNGT (S. 193—245) 
und 

XVI; VERALLGEMEINERUNG DER POISSON- JACOBISCHEN 
STÖRUNGSFORMELN (S. 247—283). 

Kronecker hatte Ernst Schering gebeten ihm eine Inhaltsang-ihe dieser beiden 
Abhandlungen zu überBenden und dabei besondeies Gewicht tnf die Hervurhebunn des in ihnen 
enthaltenen Neuen zu leg'en. Ernst Schering kam im 3 Mii lS7'i dieaem Wunsche 
Kronecker's nach. Da diese Inhiltsingabe das Studium der beiden obigen Abhandlungen 
sehr wesentlich zu erleichtern vermag bo sind sie im Folgenden zugleich mit dem Begleitbriefe 
Ernst Schering's abgedruckt. Eine Bemeikuug m dei lulnlts^ngdbe dei Abhaudlung XV 
adgt zugleich, dass Ernst Schering im Besitze der we^enthchea Methoden derselben bereits 
im Sommer 1862 gewesen ist (vgl. die Anmeikung des Henusgeheis auf b 158 dieses Bandea). 



Göttingen, 1875 Mai 3. 

Sehr verehrter Herr Professor! 

Ihrer gütigen Aufforderung, Ihnen eine Inhaltsangabe meiner beiden 
letzten Abhandlungen mit Hervorhebung des darin Neuen vorzulegen, komme 
ich mit grossem Danke nach, Entschuldigen Sie, bitte, dass es ein so eiliger 
Entwurf ist, aber in diesen ersten Tagen meines Hierseins haben vielerlei 
unaufschiebbare Geschäfte meine Zeit sehr in Anspruch genommen. Dieser 
Entwurf ist natürlich nur für einen mir wohlwollenden Freund bestimmt; 
Anderen gegenüber spreche ich nicht so frei von meinen eigenen Verdiensten, 
durchaus vermeide ich es, in Veröffentlichungen von den Mängeln Anderer 
zu sprechen. 

Mit vorzüglichster Hochachtung 

Ihr dankbarster 

Ernst Schering. 
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Die Abhandlung 

»Hamilton-Jacobisclie Theorie für Kräfte, deren Maass 
von der Bewegung der Körper abhängt«, 
hat den Zweck, die bisherigen in der analytischen Mechanik angewandten 
Methoden zu vereinfachen und auch zu verallgemeinern. Den wesentlichen 
Inhalt dieser Abhandlung — ausgenommen die Anwendung des Princips 
vom kleinsten Zwange und die Verallgemeinerung des Planetenproblems — 
habe ich schon in meiner akademischen Vorlesung*) vom Sommer 1862 mit- 
getheilt , also vor dem Erscheinen von J ac o b i ' s Dynamik **) . Diej enigen 
Gegenstände, die von diesem Meister hier entlehnt sind, hatte ich aus seinen 
eigenen kurzen Veröffentlichungen der von ihm gefundenen Resultate ab- 



Die Vereinfachung erstreckt sich zunächst auf die von Lagrange für 
die Bewegung abgeleitete l^orm der Fundamentalgleichung in der Art, dasa 
man diese mit den "Worten aussprechen kann : es muss die vollständige Va- 
riation eines Ausdruckes gleich der vollständigen, nach der Zeit genommenen 
Derivirten eines linearen homogenen Ausdruckes von Variationen sein [S. 209 (4.) 
dieses Bandes]. Es ist hier als Variation die der virtuellen Bewegung ent- 
sprechende Aenderung der Grössen bezeichnet. In der obigen Abhandlung 
wird gezeigt, dass die genannte Gleichung vollstä.ndig bestimmt ist, wenn 
man die Function angiebt, von welcher die vollständige Variation auftritt, 
nämlich eine der lebendigen Kraft proportionale Function vermehrt um das 
Potential. Jene allgemeine Form der Gleichung ist insofern von Wichtigkeit, 
als sie mit der Anwendbarkeit der Hamiltonschen Form für die Probleme 
der analytischen Mechanik gleichbedeutend ist. Diese meine Untersuchun"- 
erscheint nicht nur der Form nach, sondern auch dem Inhalte nach neu, da 
— soviel ich mich augenblicklich erinnere — alle bisherigen Ableitungen 
wesentlich voraussetzen, dT,ss dei Vuvdiurk ±ui die lebendige Kraft homogen 



*) [tÄnaly tische Mechanik * w chentlicL 4 Stunden] 
**) [Jacobi's VuHesungen ubei Dynamd hei ausgegeben von A. Clebsch, sind im Jahre 1 
erscHenen. Das Vorwort von Clebscli trigt das Datum Gie^aen !■*. März 1866. Diese ^ 
sind in aweiter Auflage als isupplementbanil zu Jacobi s Qetamnidtwi Werken erschienen; 
ersten Auflage den ■Vorlesungen angefugten fünf Abhandl u i,en au-i Jacobi's Nachlasse haben aher ii 
Band V der Gesammelten Werke ihren Platz gefunden ] 

51* 
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vom zweiten Grade in Bezug auf die Geschwindigkeiten ist und dass das 
Potential von den letzteren gar nicht abhängt, während sich die Hamiltonsche 
Form gar nicht auf solche Fälle beschränkt. 

Die oben angegebene Form der Fundamentalgleichung ist nicht nur eine 
Vereinfachung der Lagrangeschen Fundamentalgleichung, sondern auch eine 
Verallgemeinerung, da sie sich auch auf Kräfte erstreckt, wie Gauss sie 
zuerst für die electrodynamischen Wirkungen angenommen hat, d. h. also 
auf Kräfte, welche nicht nur von der Lage der auf einander wirkenden 
Körper, sondern auch von ihrer Bewegung abhängen [S. 221 — 224, Art. 5], 

Die bisher besprochene Form der Fundamentalgleichung leistet für die 
einfache Aufstellung der Hamiltonschen Gleichung schon viel; allein man 
gewinnt nicht nur für diese, sondern auch besonders für die Substitutions- 
theorie, für die Integration und Störungstheorie eine unmittelbare Quelle, 
wenn man noch den Begriff einer allgemeinen Differentiation einführt, welche 
sowohl die Variation als auch die nach der Zeit genommene vollständige 
Differentiation umfasst. Die so erhaltene Form ist analog der vorigen; das 
allgemeine Differential der Function, welche vorhin zu variiren war, ist 
gleich der vollständigen nach der Zeit genommenen Derivirten eines Aus- 
druckes, welcher in Bezug auf die allgemeinen Differentiale linear und 
homogen ist [S. 2t 1 (5.)]. 

Diese neue Form der Fundamentalgleichung bietet das llülfsmittel, um 
in wenigen Zeilen [von dem Anfange des Artikel 4 auf S. 214 bis zu der 
Gleichung (9.) auf S. 215] die allgemeinste Substitution neuer canonischen 
Veränderlichen cp, ^ auszuführen. Dieser Umstand ist nicht nur von formaler 
Bedeutung, da hierdurch die grossen Entwicklungen in Jacobi's Dynamik auf 
den Seiten 446 — 453*) vermieden werden, sondern auch von sachlich neuem 
Inhalte, weil die dort von Jacobi gegebenen Theoreme X, XI, XII nicht, 
wie auf S. 453 Zeile 1! von unten behauptet ist, alle möglichen Systeme 
enthalten. 

Die allgemeine canonische Substitution ist gleichbedeutend mit der Ha- 
miltonschen Form der Störungstheorie; sie ergiebt als speciellen Fall die 

*) [Jacobi, Gesammelte Werke, Bd.V: »Ueber diejenigen Probleme der Mechanik , in welchen eine 
Kräftefunction existiert, und liber die Theorie der Störungen«, S. 869 — 377.] 
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Integration und zwar in der Form des Pfaffschen Problems: 

In dieser Gleichung bedeutet D die oben erklärte allgemeine Differentiation, 
V das — möglicherweise auch von den Geschwindigkeiten abhängige — Po- 
tential, vT die lebendige Kraft in einem Räume, dessen lineares Element durch 
die »<" Wurzel aus einem homogenen Differentialsausdrucke v'™ Grades dar- 
gestellt wird, und iS' die Substitutionsfunktion; ferner bezeichnen q^, q^, ■■■!? 
die von einander unsibhängigen Coordinaten (im verallgemeinerten Sinne des 
Wortes) und p^,p^, •■■,P„ die bez. nach -^, -^, ..., 
tiellen Derivirten von T + V. Sind in dem Ausdrucke 



alle -—- mit Hülfe der Definitionsgleichungen für die p eliminirt, so stellt 
die rechte Seite der obigen Gleichung im Sinne von Gauss die vollständige 
Reduction der linken Seite dar, und die neue Form der Fundamentalgleichung 
zeigt, dass die Gleichungen für die ^ und <y — bei constanten Werten dieser 
^ und (p — die Integralgleichungen des betreffenden mechanischen Problems 
sind [S. 218]. 

Wendet man auf die allgemeine Substitutionsgleichung (9.) [S. 215] die 
von mir bei dem Pfaffschen Problem gebrauchten Ditferentialdeterminanten 
zweiter Ordnung an [S. 230 (13.)], so erhält man einfach durch Speciali- 
sirung der Bedeutung der beiden darin vorkommenden Differentiationen 
(D und A - Differentiation) die nach Jacobi, Poisson, Lagrange und Ha- 
milton benannten Störungsformeln [S. 235 — 245, Artikel 9 — 13]. Meine 
Abhandlung enthält hierauf bezüglich noch das Neue, dass sie diese ein- 
zelnen Systeme von Gleichungen in der Weise vervollständigt, dass aus ihnen 
auch wieder die ursprüngliche Fundamentalgleichung (9.) abgeleitet werden 
kann. 

In Artikel 1 habe ich die Fundamentalgleichung der Bewegung für einen 
Kaum, in welchem das Quadrat des Längenelementes allgemein durch einen 
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homogenen Ausdruck zweiten Grades dargestellt wird, aus dem Gaussischeu 
Principe des kleinsten Zwanges abgeleitet, weil für den Fall, dass die Be- 
wegung nicht in einem ebenen Räume vor sich geht, das d'Alembertsche 
Princip in zu künstlicher Form erscheint, um noch als Princip gelten zu 
können. 

In den Artikeln 1 bis 5 der Abhandlung 
«Verallgemeinerung der Pois8on-Jae«l>ischen Störungsformeln« 
wird der Satz bewiesen : Wenn von den durch die Veränderlichen 

i,P,,P>, ■•■,P„,Q„t[„ ■■-,2» 
dargestellten Functionen 

JE, iS, fpi, fa, ..., fpn, l)*!, "l-j, ..., ^Ji^ 

beliebig viele so gegeben sind, dass die zwischen ihnen nach dem vervoll- 
ständigten Systeme der Poissonschen Störungsformeln bestehenden Glei- 
chungen erfüllt sind, so lassen sich auch die übrigen Functionen so be- 
stimmen, dass 

wird ; oder mit anderen Worten : Eine unvollständig gegebene Substitution 
lässt sich zu einer vollständigen ergänzen, sobald die in Betracht kommenden 
Poissonschen Gleichungen erfüllt sind. 

Bei dieser Untersuchung zeigt sich, dass diejenigen Fälle, in welchen 
die Grössen p^, p.^, •■•■,p„, f,, f^i ■■■5 9,,) -E sich nicht als Functionen von 
?i' ^ii ■•■' Ini '^ii 4*3' ■•■' 4'»! ^ darstellen lassen, einer besonderen, sehr weit- 
läufigen Untersuchung unterworfen werden müssen. Ea war mir daher wichtig 
zu finden, dass solche Fälle auf den allgemeinen und einfacheren Fall zurück- 
geführt werden können, in welchen eine solche Darstellung der Functionen 
p,f,E möglich ist und für welchen ich wegen seiner vielfachen Bedeutung 
einen besonderen Namen, nämlich den einer Substitution von normaler Form 
gebraucht habe. 

Diese Zurückführung geschieht durch eine Substitution, welche mit einer 
Vertauschung einiger p und der mit gleichen Indices versehenen q überein- 
stimmt. Der Beweis wird dadurch erschwert, dass er auch anwendbar bleiben 
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mussj wenn die Substitution nur unvollständig gegeben ist; er nimmt fast 
den ganzen ersten Artikel ein und ist daselbst in indirekter Form geführt. 
Ich habe jetzt einige Andeutungen, welche mich vermuten lassen, dass sich mit 
Hülfe der Differentialdeterminanten ein Beweis in direkter Form geben lässt. 

Von dem Satze über die Möglichkeit der Vervollständigung einer theil- 
weis gegebenen Substitution habe ich in dieser Abhandlung nur eine An- 
wendung gemacht, für welche freilich jene grosse Zurüstung in erheblich ein- 
facherer Form hätte ausgeführt werden können. Analog dem Poisson-Jacobi- 
schen Satze über die Herleitung neuer Integrale aus zwei bereits vorhandenen 
habe ich nämlich gefunden, dass für den Fall der Gültigkeit des Princips 
von der Erhaltung der lebendigen Kraft Integrale existiren, aus deren jedem 
man durch wiederholte partielle Differentiation nach der Zeit ein vollstän- 
diges System von Integralen für das betreffende mechanische Problem bilden 
kann. 

Die den Schluss der Abhandlung bildenden Artikel 7 und 8 beziehen 
sich auf die Vervollständigung und Verallgemeinerung eines von Jacobi auf 
Seite 499 seiner Dynamik*) gegebenen Satzes, nach welchem die Funetional- 
determinante der Functionen ^ und tf nach den Veränderlichen q und p 
gleich ± 1 ist. 

In dieser unbestimmten Form ergiebt sich der Satz, wenn- man die Ja- 
cobischen Störungsgleichungen verallgemeinert zu Gleichungen zwischen 
Functionaldeterminanten und damit bis zum 2«.^™ Grade fortschreitet. 

Von dem Gedanken geleitet, dass, wenn man von den Poissonschen 
Störungsformeln — welche ja Functionaldeterminanten 2*^" Grades sind — 
Verallgemeinerungen höheren Grades bilden könnte, in ihnen auch jene 
Jacobischc Determinante wieder als spezieller extremer Fall enthalten sein 
müsste, habe ich mit Hülfe eines — soweit mir bekannt neuen — Deter- 
minantensatzes [S. 278, (83.)] die vollständige Verallgemeinerung der Poisson- 
schen Störungsformel [S. 279 — 280] gefunden, wobei sich dann für jene 
Jacobische Functionaldeterminante der bestimmte Wert +1 ergab. 



*) [Jacobi, Gesammelte Werte , Bd. V: »Ueber die voUständigon Lösungen einer partiellen Diffe- 
reatialgleicliuiig erster Ordnung« , S. 428.] 
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Das Doppelproduct wird gleich Null, wenn P und Q einen gemeinsamen. 
Theiler haben. 

Auf ganz analoge Weise findet man 



Auch dieses Doppelproduct wird gleich Null, wenn A und P einen gemein- 
samen Theiler haben. 

Für Ihre wichtigen Mittheilangen 

den besten Dank. 

Schering. 
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